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Diskrete Dynamische Systeme

f . X +—— X X Mannig. , f diffbar.

A C X invariant d.h. f(A) =A
1t ergodiches W-Mass auf A d.h.

flp)=p f(A)=A=Aec{0,1}
Man intressiert sich insbesondere fiir die Félle

A Attraktor: d(f"x,A\) - 0Ver € U
A Repeller: d(f"x,A\) >C n>ngVor e U
A Hyperbolische Menge

A hat im Allgemeinen keine glatte Geometrie
sondern eine ‘fraktale Geometrie’ —

Minkoski Dimension dim; A
Hausdorff Dimension dim g A
Lokale Dimension dim, u

Dies sind Lipschitz Invarianten der Dynamik
(Geometrische Invarianten).
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Repeller




Dimensionsbegriffe

Minkowsk Dimension

dimy; A = lim log Ne(A)
c—0 — 10g €
Ne(A) ist die kleinste Anzahl von Kugeln mit
Radius € die gebraucht werden um A zu iiber-
decken.
d-dimensionales Hausdorft Maf}

Hd(A) =:= lim inf{Z(diamPZ-)d\
e—0 _
el
o
7 C U P; und diam(FP;) < €}

1=0
Hausdorff Dimension

dimy K = sup{d|HYK) = oo}
= inf{d|HY(K) = 0}

Lokale Dimension

log (B
dimy o — lim 28 H(Be(@))
- e—s() 10g€
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Zentrale Fragen
e A\ invariant unter f
dimg A = dimy; A =7
e /1 ergodisches W-Mafl aut A
dimpg p = dimy; p = dimg p =7

e [ixistiert u ergodisch mit dimp p = dimg A7
(p heiBt Maf voller Dimension)

Konforme Abbildungen
Theorem [Bowen, Ruelle, Falconer/
Ist f konform und A ein Repeller so gilt

dimg A =dimy; A =s
wobei s die Bowen-Gleichung erfiillt
P(—slog|Dgf]) =0

Es existiert ein ergodisches Maf3 voller Dimen-
sion.

Beispiele sind Differenzierbare Abbildungen f
auf R und holomorphe Abbildungen f auf C.
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Hyperbolische Mafe

Theorem [Barreira, Ledrappier, Pesin,
Schmeling, Young/

Ist p ein ergodisches und hyperbolisches Maf,
so existiert die lokale Dimension fast iiberall
und ist konstant, es gilt

dim p = dimp p = dimp; p = dimy pu.

Ist X eine Flache so lasst sich die Dimension
mit der Young Formel berechnen

o .
dimp = P00 ™ o)

h ist die Entropie und x /o sind Lyapunov
Exponenenten im Bezug auf das Maf.

Im hoerdimensionalen Fall gibt es keine allge-
meine Formeln zur Berechnung der Dimen-
S1oM.



Das Smale-Williams Solenoid
T?=S'xD?* f:T°+— T?
f(o,z,y) =

(2¢ mod 27, Ax+ € cos(2m), py + € sin(2me))
A, i< min{l/2 e}

0.9
A= (") fHT? ist das Solenoid.
n=0
A ist ein hyperbolischer Attraktor.
f| A st chaotisch.




Selbstihnlicher Fall A = u

W(s)

Theorem [Falconer/

dimH/\:dimM/\: —10g2/10g)\—|—1

Das gleichgewichtete Bernoulli Maf3 auf A hat
volle Dimension.

Allgemeiner Fall )\ #

W(s)

Theorem [Bothe/Simon)/

dimp A = dimp; A = —log 2/ log max{\, u}+1
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Lineare Systeme vom Solenoid Typ

Q:[_lvl]g fQ'—>Q

flz,y,2) =
{(Qx— Lo+ (1 —=061),m1z+(1—71)) x>0
2z +1,6y—(1—=0F),mz—(1-m))z<0
B1, 00,11, € (0,1) 7+m<1

A=) Q)
n=>0

A ist ein hyperbolischer Attraktor.
fia ist chaotisch.




Nicht tiberlappende Projektionen

TR
W(s)
Theorem

dimpg A = dimp; A = d+1 mit S{+89 =1
Ein Mafl voller Dimension ex. <= 51 = 5

Uberlappende Projektionen

B1+ 5 > 1
W(s)

Theorem

dimpA=d+2 mit 617'1d+ ﬁQTQd =1
Generisch gilt dimg A = dimps A. Ein Maf
voller Dimension existiert <—

(261)18 2 = (2035)08 1.

10



Z.ahlentheoretische Ausnahmen

Definition

Eine algebraische Zahl o heift Pisot Zahl
wenn alle algebraisch Konjugierten einen
Betrag kleiner als Eins haben.

Beispiele
Die Losungen der Gleichung

X" x"ly o X—-1=0 n>2

Eigenschaften
la"|lz <p"  p<1

n
ﬂ{z spal|s; = £1} < Ca”
k=0

Theorem
Ist a =5 L= By I eine Pisot Zahl, so gilt

dimH/\ < dlmMA
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