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Dimensionstheorie Dynamischer
Systeme

f: X +—— X X Mannig. , f diffbar.
A invariant d.h. f(A) = A

A ist z.B. Attraktor, Repeller oder hyperboli
sche Menge. A hat im Allgemeinen keine glatte

(Geometrie sondern eine ‘fraktale Geometrie
—

Hausdorftf Dimension dimz A
Box-Counting Dimension dimpg A

Dies sind Lipschitzinvarianten der Dynamik.

Zentrale Fragen:
® dlmH/\ — dimBA —

e Sei 41 ein f-ergodisches Mal3 i auf A
dimH,u — dimB,u — dimloc,u =

e Ju f — ergodisch mit dimz p = dimg A
(@ heifit Maf3 voller Hausdorft Dimension)
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Drei allgemeine Resultate
Theorem [Ruelle, Falconer]

Ist f konform expandierend und A ein Repeller
so gilt
dimH/\ — dimB/\ — S

wobei s die Bowen-Gleichung erfullt
P(—slog|Dy f]) =0

Es existiert ein Maf3 voller Dimension.

Theorem [Barreira, Pesin, Schmeling]

Ist © ein hyperbolisches Mafi, so existiert die
lokale Dimension fast tiberall und ist konstant,
damit

dimyg p = dimpg p = dimy,,. p.
Theorem [Young/

Ist X eine Flache und p hyperbolisch, so gilt

o 11
mm”‘hwxmuo Xo(p)”




Das Smale-Williams Solenoid
T?=S'xD?* f:T°+— T?
f(o,z,y) =

(2¢ mod 27, Ax+ € cos(2m), py + € sin(2me))
A, i< min{l/2 e}

0.9
A= (") fHT? ist das Solenoid.
n=0
A ist ein hyperbolischer Attraktor.
f| A st konjugiert zu einem 2-Shift.




Selbstahnlicher Fall A = u

W(s)

Theorem [Falconer/

dimpg A =dimp A = —10g2/10g)\+1

Das gleichgewichtete Bernoulli Maf$ auf A hat
volle Dimension.

Allgemeiner Fall )\ #

W(s)

Theorem [Bothe/Simon/

dimp A = dimg A = —log 2/ log max{\, u}+1



Lineare Systeme vom Solenoid Typ

Q:[_lal]g fQ'—>Q

f(x,y,2) =
{(Qx— Lo+ (=061, 12+ (1 —11)) x>0
2z + 1,6y — (1 = B2),mz— (1 =7)) x <0
B1, 02,11, € (0,1) 7+m<]1

A=) Q)
n=>0

A ist ein verallgem. hyperbolischer Attraktor.
f| A st semi-konjugiert zu einem 2-Shitt.
Die Singularitat £ = 0 hat Mafl Null.




Nicht uberlappende Projektionen

W(s)

Theorem

Ist 81, 09 > 11,0 und 81 + Po < 1 gilt
dimg A =dimgA =d+1 mit 8948 =1
Ein Maf3 voller Dimension ex. <= 31 = 39

Uberlappende Projektionen 3;+5; > 1
W(s)

Theorem
dimpA=d+2 mit ﬂlﬁd + BQTQd =1

Generisch gilt dimg A = dimg A. Ein Maf
voller Dimension existiert <—

(261)'8 72 = (28,) ™.
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Z.ahlentheoretische Ausnahmen

Definition

Eine algebraische Zahl o heif3t Pisot Zahl wenn
alle algebraisch Konjugierten einen Betrag kleiner
als Eins haben.

Beispiele
Die Losungen der Gleichung

X" x"ly o X—-1=0 n>2

Figenschaften
la"l|lz <p"  p<1

n
jj{z spalls, = £1} < Ca™
k=0

Theorem
Ist =[5, - By I eine Pisot Zahl, so gilt

dimH/\ < dil’nBA



Ein Resultat in geom. Mafitheorie
Fir 61, B9 € (0,1) sei
Liz = fiz+ 01 Lox = oz — [

Fir p € |0, 1] existiert ein eindeutiges Borelsches
W-Mafl © mit der Selbstahnlichkeit

p=pLi(p)+ (1 —p)Lo(u)
Sel
hp) = —(plogp + (1 — p)log(l — p))
x(p) = —(plog 1 + (1 — p) log 52)
Theorem

o [st 51 + [y < 1, so ist u singular mit
dim g = h(p)/x (1)

o Ist 81+ 0o > 1 und h(u) < x(u), so ist u
singular mit dim p < h(u)/x (1)

o [st 31 4+ B2 > 1, so ist u generisch absolut
stetig wenn h(u) > x(u)

o st = [ I = By I eine Pisot Zahl so oilt
dim[_] n < 1
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Zufallswege auf binaren Graphen
Ist a = 5 1 — 55 L eine Pisot Zahl so oilt

dimp p = Ga(p)/ log a

wobei G () die Entopie eines Zufallsweges
auf einem unendlichen binaren Graphen ist.
Beispiel:a goldener Schnitt— Fibonacci Graph

Vermutung: Das geleichgwichtete Bernoulli
Maf} auf dem Graphen hat maximale Entropie
Weg: Entwickle den Thermondynmaischen For-
malismus fiir solche Systeme
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