Dimensionstheorie der Darstellung reeller (und
komplexer) Zahlen

Jorg Neunhauserer
neunchen@aol.com
www.neunhaeuserer.de

Jorg Neunhauserer Dimensionstheorie der Darstellung reeller Zahlen



b-adische Darstellung

b-adische Darstellung
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b-adische Darstellung

b-adische Darstellung

@ Betrachte die gewdhnliche Darstellung x € [0, 1] zur Basis
b>2:

X = f: di(x)b~', di(x) € {0,1,...,b—1}.
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b-adische Darstellung

b-adische Darstellung

@ Betrachte die gewdhnliche Darstellung x € [0, 1] zur Basis
b>2:

X = f: di(x)b~', di(x) € {0,1,...,b—1}.

e Wir wahlen Ziffern A C {0,..., b — 1} aus und definieren

Db—adiC[A] = {X S [0, 1]’di(X) € A}
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b-adische Darstellung

b-adische Darstellung

@ Betrachte die gewdhnliche Darstellung x € [0, 1] zur Basis
b>2:

X = f: di(x)b~', di(x) € {0,1,...,b—1}.

e Wir wahlen Ziffern A C {0,..., b — 1} aus und definieren

Db—adiC[A] = {X S [0, 1]’di(X) € A}

e Wenn 2 < |A| < b ist Dy,_,4ic[A] liberabzahlbar und kompakt
aber der Lange null und total unzusammenhangend.
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b-adische Darstellung

Hausdorff Dimension
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b-adische Darstellung

Hausdorff Dimension

@ Das d-dimensionale Hausdorff MaB von B C R" ist

H9(B) = Emoinf{; diam(G;)9|B C L_Jl Ci, diam(G) < €}.
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b-adische Darstellung

Hausdorff Dimension

@ Das d-dimensionale Hausdorff MaB von B C R" ist

H9(B) = Emoinf{; diam(G;)9|B C L_Jl Ci, diam(G) < €}.

@ Dies ist eine natiirliche Verallgemeinerung des
n-dimensionalen Lebesgue MaBes , £" = ¢,H".
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b-adische Darstellung

Hausdorff Dimension

@ Das d-dimensionale Hausdorff MaB von B C R" ist

H9(B) = Emoinf{; diam(G;)9|B C L_Jl Ci, diam(G) < €}.

@ Dies ist eine natiirliche Verallgemeinerung des
n-dimensionalen Lebesgue MaBes , £" = ¢,H".

@ Die Hausdorff Dimension ist

dim B = inf{d > 0|%9(B) = 0} = sup{d > 0|9(B) = o}
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b-adische Darstellung

log A

dim Dp.adiclAl = o0 p
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b-adische Darstellung

log A

dim Dp.adiclAl = o0 p

o Fiir die obere Abschatzung liberdecke mit |A|" Intervallen der
Lange b".
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b-adische Darstellung

log A

dim Dp.adiclAl = o0 p

o Fiir die obere Abschatzung liberdecke mit |A|" Intervallen der
Lange b".

o Fur die untere Abschatzung definiere ein W.-MaB
Wlay2,..2,) = |AI7".
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b-adische Darstellung

log A

dim Dp.adiclAl = o0 p

o Fiir die obere Abschatzung liberdecke mit |A|" Intervallen der
Lange b".

o Fur die untere Abschatzung definiere ein W.-MaB
1(laya,...,) = |A[7". Es gilt

x €D : u(By(x)) < c roglAl/logb
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b-adische Darstellung

log A

dim Dp.adiclAl = o0 p

o Fiir die obere Abschatzung liberdecke mit |A|" Intervallen der
Lange b".

o Fur die untere Abschatzung definiere ein W.-MaB
1(laya,...,) = |A[7". Es gilt

x €D : u(By(x)) < c roglAl/logb

und mitteles des MaBenverteilungsprinzips.
ﬁlog|A|/|ogb(fD) > 1/C
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b-adische Darstellung

Vorgegebene Haufigkeit von Ziffern
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b-adische Darstellung

Vorgegebene Haufigkeit von Ziffern

@ Sei p = (pj) ein W.-Vektor auf {0,...b —1}. Die Entropie p
ist

b—1
H(p) =—>_ pjlogp;.
=0
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b-adische Darstellung

Vorgegebene Haufigkeit von Ziffern

@ Sei p = (pj) ein W.-Vektor auf {0,...b —1}. Die Entropie p
ist

b—1
H(p) =—>_ pjlogp;.
=0

@ Betrachte die x € [0, 1] mit vorgegebener Haufigkeit der
Ziffern

{i=1,...nldi(x) =}

]:b-adic[p] = {X| nlbi—>moo = pj}'
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b-adische Darstellung

Vorgegebene Haufigkeit von Ziffern

@ Sei p = (pj) ein W.-Vektor auf {0,...b —1}. Die Entropie p
ist

b—1
H(p) =—>_ pjlogp;.
=0

@ Betrachte die x € [0, 1] mit vorgegebener Haufigkeit der
Ziffern

{i=1,...nldi(x) =}

]:b-adic[p] = {X| nlbi—>moo = pj}'

® Fp_adicl(1/b)] ist die Menge der normalen Zahlen zur Basis b.
: Fast alle Zahlen sind normal.
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b-adische Darstellung
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b-adische Darstellung

dim ]:b—adic[p] = (:: 9)

log b
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b-adische Darstellung

H(p)
log b

dim ]:b—adic[p] = (:: 9)

o Konstruiere ein MaB u(layd,...d,) = PdyPds - - - Pd,

-
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b-adische Darstellung

H(p)

dim ]:b—adic[p] = (:: 9)

log b

o Konstruiere ein MaB u(layd,...d,) = PdyPds - - - Pd,

-

1 /
xeF: lim =log 7/;( d...0n (X))
n—oon 7 [lg..d,(x)[°

— —H(p) + s log(b)

Jorg Neunhauserer Dimensionstheorie der Darstellung reeller Zahlen



b-adische Darstellung

H(p)

dim ]:b—adic[p] = (:: 9)

log b

o Konstruiere ein MaB u(layd,...d,) = PdyPds - - - Pd,

-

1 /
xeF: lim =log 7/;( d...0n (X))
n—oon 7 [lg..d,(x)[°

— —H(p) + s log(b)

0 s<0:lim oo (B (x))/rr=0=9H°(F)=o0
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b-adische Darstellung

: H(p)
dim ]:b—adic[p] = |Ogb (:: 9)
o Konstruiere ein MaB u(lgydy...d,) = PdyPdsy - - - Pd,-
°
. (1(ly...d, (%))
xeF: lim floiz—H + slog(b
n——o0 N & ‘Idl...dn(x)‘s (p) g( )
0 s<0:lim_ou(Bi(x))/rr=0=9H°(F) =

s> 60 limeoo u(Br(x))/r* = 00 = $H° (]—") =0
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Eine Modifikation der Binardarstellung
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Eine Modifikation der Binardarstellung

e Stelle x € (0,1] durch eine Folge in NN dar:

x= 3 2 b+l ) e N,
i=1
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Eine Modifikation der Binardarstellung

e Stelle x € (0,1] durch eine Folge in NN dar:

x= 3 2 b+l ) e N,
i=1

@ nj(x) ist der Abstand zwischen den Ziffern die 1 in der
Binardarstellung sind.
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Eine Modifikation der Binardarstellung

e Stelle x € (0,1] durch eine Folge in NN dar:

x= 3 2 b+l ) e N,
i=1

@ nj(x) ist der Abstand zwischen den Ziffern die 1 in der
Binardarstellung sind.

o Fir A C N betrachten wir die Menge der reelen Zahlen
Dm.dyadic[A] mit Ziffern in A.
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Eine Modifikation der Binardarstellung

e Stelle x € (0,1] durch eine Folge in NN dar:

x= 3 2 b+l ) e N,
i=1

@ nj(x) ist der Abstand zwischen den Ziffern die 1 in der
Binardarstellung sind.

o Fir A C N betrachten wir die Menge der reelen Zahlen
Dm.dyadic[A] mit Ziffern in A.

° Dm.dyadic[{LQ}] = {x|ni(x) =0 = njy+1(x) = 1} wird auch
goldene Markov-Menge genannt.
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Eine Modifikation der Binardarstellung
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Die Hausdorff Dimension d von D [A] ist d, gegeben durch

m.dyadic

Y 2oH=1

i€EA
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Die Hausdorff Dimension d von D

[A] ist d, gegeben durch

m.dyadic

Y 2oH=1

i€EA

e Fir A={1,...n}: d =log(s)/log(2) wobei s € (1,2) die
Losung von s" —s""1... — s —1 =0 ist.
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Die Hausdorff Dimension d von D, dyadic[A] ist d, gegeben durch

Y 2oH=1

i€EA

e Fir A={1,...n}: d =log(s)/log(2) wobei s € (1,2) die
Losung von s" —s""1... — s —1 =0 ist.
o Fiir die goldene Markov Menge: d = log((+v/5 +1)/2)/ log 2.
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Die Hausdorff Dimension d von D, dyadic[A] ist d, gegeben durch

Y 2oH=1

i€EA

e Fir A={1,...n}: d =log(s)/log(2) wobei s € (1,2) die
Losung von s" —s""1... — s —1 =0 ist.

o Fiir die goldene Markov Menge: d = log((+v/5 +1)/2)/ log 2.

e Fir A= {njln e N} gilt d = 1/J.
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Die Hausdorff Dimension d von D, dyadic[A] ist d, gegeben durch

Y 2oH=1

i€EA

Fir A= {1,...n}: d =log(s)/log(2) wobei s € (1,2) die
Losung von s" —s""1... — s —1 =0 ist.

Fiir die goldene Markov Menge: d = log((v/5 + 1)/2)/ log 2.
Fir A= {njln € N} gilt d = 1/].

Fir A= {nj+ m|n € Ny} ist d gegeben durch

274 4 27dm =1,
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Betrachte die Menge reeller Zahlen ]:m.dyadic[p] mit Haufigkeit
der Ziffern gegeben durch einen W.-Vektor with p auf N mit
Erwartung E(p) und Entropie H(p)
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Betrachte die Menge reeller Zahlen ]:m.dyadic[p] mit Haufigkeit
der Ziffern gegeben durch einen W.-Vektor with p auf N mit
Erwartung E(p) und Entropie H(p)

: H(p)
dim ]:m.dyadic[p] = E(p) Iog 2
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Betrachte die Menge reeller Zahlen ]:m.dyadic[p] mit Haufigkeit
der Ziffern gegeben durch einen W.-Vektor with p auf N mit
Erwartung E(p) und Entropie H(p)

: H(p)
dim ]:m.dyadic[p] = E(p) Iog 2

o Fiir die Gleichverteilung gilt

2log(n)

dim-7:m.dya|dic[(1/n7 cn1/m)] = m
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Betrachte die Menge reeller Zahlen ]:m.dyadic[p] mit Haufigkeit
der Ziffern gegeben durch einen W.-Vektor with p auf N mit
Erwartung E(p) und Entropie H(p)

: H(p)
dim ]:m.dyadic[p] = E(p) Iog 2

o Fiir die Gleichverteilung gilt

2log(n)

dim-7:m.dya|dic[(1/n7 cn1/m)] = m

o dim Fy dyadicl(1/2,1/4,...,1/2", .. )] =1
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Kettenbriiche

Kettenbrlche

g Neunhauserer Dimensionstheorie der Darstellung reeller Zahlen



Kettenbriiche

Kettenbrlche

o Stelle x € (0,1) durch einen Kettenbruch dar:
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Kettenbriiche

Kettenbrlche

o Stelle x € (0,1) durch einen Kettenbruch dar:

1
1 ’

m(X) + meTs

Ni(x) € N

@ Betrachte die Menge von Zahlen Dcon.[A] mit Ziffern in A.

Jorg Neunh3duserer Dimensionstheorie der Darstellung reeller Zahlen



Kettenbriiche

Kettenbrlche

o Stelle x € (0,1) durch einen Kettenbruch dar:

1
1 ’

m(X) + meTs

Ni(x) € N

@ Betrachte die Menge von Zahlen Dcon.[A] mit Ziffern in A.

1

< dimecon.[{L coog n}] <1

nlog2 — _8nlogn

fiir n > 8.
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Kettenbriiche
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Kettenbriiche

e Die Berechnung von dimy Dcon.[A] wird seit vielen Jahren
untersucht: , ,
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Kettenbriiche

e Die Berechnung von dimy Dcon.[A] wird seit vielen Jahren
untersucht: ) ,

@ Wir haben nun einen effizienten Algorithmus
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Kettenbriiche

e Die Berechnung von dimy Dcon.[A] wird seit vielen Jahren
untersucht: ) ,

@ Wir haben nun einen effizienten Algorithmus

e dim Dcon.[{1,2}] = 0.531280506277 ... (54 Ziffern bekannt)
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Kettenbriiche

e 6 66 o6 o

Die Berechnung von dimy Dcon [A] wird seit vielen Jahren
untersucht: , ,

Wir haben nun einen effizienten Algorithmus

dim Dcon.[{1,2}] = 0.531280506277 . .. (54 Ziffern bekannt)
dim Deon. [{1,2,3}] = 0.7046 . ..

dim Deon. [{1,2,3,4}] = 0.7889 . ..

dim Dcon.[{1,2,3,4,5}] = 0.8368....

dim Deon. [{1,2,3,4,5,6}] = 0.8676....
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Kettenbriiche

e 6 6 6 o o o

Die Berechnung von dimy Dcon [A] wird seit vielen Jahren
untersucht: , ,

Wir haben nun einen effizienten Algorithmus

dim Dcon.[{1,2}] = 0.531280506277 ... (54 Ziffern bekannt)
dim Deon. [{1,2,3}] = 0.7046 . ..

dim Deon. [{1,2,3,4}] = 0.7889 . ..

dim Dcon.[{1,2,3,4,5}] = 0.8368....

dim Deon. [{1,2,3,4,5,6}] = 0.8676....

dim Deon. [{1,3}] = 0.254489077661 . ..

dim Dcon.[{2,3}] = 0.337436780806 . . .
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Kettenbriiche
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Kettenbriiche

Eine Folgerung von Jarnik's Satz ist:

dimy{x € (0,1) | (nk(x)) is bounded} =1
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Kettenbriiche

Eine Folgerung von Jarnik’s Satz ist:

dimy{x € (0,1) | (nk(x)) is bounded} =1

dimpy{x € (0,1) | in_}moo(nk(x)) =00} =1/2
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Kettenbriiche

Eine Folgerung von Jarnik’s Satz ist:

dimy{x € (0,1) | (nk(x)) is bounded} =1

dimpy{x € (0,1) | in_}moo(nk(x)) =00} =1/2

dimp{x € (0,1) | ne(x) > a®} = 1/(b+1)
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Kettenbriiche

Komplexe Kettenbriiche
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Kettenbriiche

Komplexe Kettenbriiche

@ Fur z € C betrachten wir den Hurwiz Kettenbruch

1
7=+ ——1—, ¢ =aj+bjicZi]
a + CQim J J J
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Kettenbriiche

Komplexe Kettenbriiche

@ Fur z € C betrachten wir den Hurwiz Kettenbruch

1
z=c+ ——7—, ¢ =aj+ bji cZ[i]
C1+z:2i... j =@ T bj

e Die Ziffern ¢; werden durch

zin=1/z—[1/z]=1/z — ¢

bestimmt, wobei ¢ = [z] und zg = z — ¢p. [.] bezeichnet das
nachste Element in Z[i].
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Kettenbriiche

Komplexe Kettenbriiche

@ Fur z € C betrachten wir den Hurwiz Kettenbruch

1
z=c+ ——7—, ¢ =aj+ bji cZ[i]
C1+z:2i... j =@ T bj

e Die Ziffern ¢; werden durch

zin=1/z—[1/z]=1/z — ¢

bestimmt, wobei ¢ = [z] und zg = z — ¢p. [.] bezeichnet das
nachste Element in Z[i].

e Fir A C NJ[i] betrachte die Menge der Hurwitz Kettenbriiche

Domlex[Al mit Ziffern in A.
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Kettenbriiche

Komplexe Kettenbriiche

@ Fur z € C betrachten wir den Hurwiz Kettenbruch

1
z=c+ ——7—, ¢ =aj+ bji cZ[i]
C1+z:2i... j =@ T bj

e Die Ziffern ¢; werden durch

zin=1/z—[1/z]=1/z — ¢

bestimmt, wobei ¢ = [z] und zg = z — ¢p. [.] bezeichnet das
nachste Element in Z[i].

e Fir A C NJ[i] betrachte die Menge der Hurwitz Kettenbriiche

Domlex[Al mit Ziffern in A.
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Kettenbriiche
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Kettenbriiche

Durch Abschatzungen der Ableitung von Tz = 1/(z + a+ bi) auf
By /2(1/2) erhalten wir:

Theorem

d <dimD [A]< D

comlex

1
2 ey =1

a+bieA

1 d
=1
ag:eA(ahrb2+(1+ﬁ)max{a,b}+1)

Jorg Neunhauserer Dimensionstheorie der Darstellung reeller Zahlen



Kettenbriiche

Durch Abschatzungen der Ableitung von Tz = 1/(z + a+ bi) auf
By /2(1/2) erhalten wir:

Theorem

d < dim D .5m/exlAl < D

1
2 ey =1

a+bieA

1 d
=1
aJ%:eA(az—i-b2+(1+ﬁ)max{a,b}+1)

0 0.21 < dim Do pmjexl{3 + 7,2 + 4i}] < 0.27
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Kettenbriiche

Durch Abschatzungen der Ableitung von Tz = 1/(z + a+ bi) auf
By /2(1/2) erhalten wir:

Theorem

d < dim D .5m/exlAl < D

1
2 ey =1

a+bieA

1 d
=1
aJ%:eA(az—i-b2+(1+ﬁ)max{a,b}+1)

0 0.21 < dim Do pmjexl{3 + 7,2 + 4i}] < 0.27
® 0.49 < dim Dgpmjexl{2 + 27,3 + 27,2 + 31,3 + 37}] < 0.61
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Kettenbriiche

Durch Abschatzungen der Ableitung von Tz = 1/(z + a+ bi) auf
By /2(1/2) erhalten wir:

Theorem

d < dim D .5m/exlAl < D

1
2 ey =1

a+bieA

1 d
=1
aJ%:eA(az—i-b2+(1+ﬁ)max{a,b}+1)

0 0.21 < dim Doy ey {3 + 1,2 + 4i}] < 0.27
o 0.49 < dim Dy ey {2 + 27,3 4 21,2 + 37,3+ 3i}] < 0.61
o 1 <dimDymlexl{a+ bila,b=1...4}] <1.33
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Kettenbriiche
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Kettenbriiche

Deomlex {2 + 2,3 +2i,2 +3i,3 + 3i}]

Neunh3userer Dimensionstheorie der Darstellung reeller Zahlen



Kettenbriiche

Deomlex {2 + 2,3 +2i,2 +3i,3 + 3i}]

Deomlexl{a + bila,b=1...4}]
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Kettenlogarithmen

Kettenlogarithmen
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Kettenlogarithmen

Kettenlogarithmen

@ Betrachte die Darstellung von x € [0, 1] als Kettenlogarithmus
fir m> 3:

x = lim log,,(dn(x)+log,,(dn—1(x)+log,(- - - +log,,(d1(x)))

n—o0

mit Ziffern in {1,...,m —1}.
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Kettenlogarithmen

Kettenlogarithmen

@ Betrachte die Darstellung von x € [0, 1] als Kettenlogarithmus
fir m> 3:

x = lim log,,(dn(x)+log,,(dn—1(x)+log,(- - - +log,,(d1(x)))

n—o0

mit Ziffern in {1,...,m —1}.
@ Diese Darstellung ist eindeutig bis auf eine abzahlbare Menge
und in fast allen Zahlen kommen alle Ziffern unendlich oft vor.
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Kettenlogarithmen

@ Betrachte die Darstellung von x € [0, 1] als Kettenlogarithmus
fir m> 3:

x = lim log,,(dn(x)+log,,(dn—1(x)+log,(- - - +log,,(d1(x)))

n—o0

mit Ziffern in {1,...,m —1}.
@ Diese Darstellung ist eindeutig bis auf eine abzahlbare Menge
und in fast allen Zahlen kommen alle Ziffern unendlich oft vor.

e Fir m > 4 wiahlen wir Ziffern AC {1,...,m—1} und
definieren

Dc.log[A] = {x € [0,1]|di(x) € A}.
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Sei [(di, ..., dn)](x) = log,,(dn+log,(dn—1 + - - - + log,(di + x).).
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Sei [(di, ..., dn)](x) = log,,(dn+log,(dn—1 + - - - + log,(di + x).).

Theorem

Ln S dimH DC/Og[A] S Un
fir alle n > 1, wobei U, und O, gegeben sind durch

Sl =1 Y [(dl ) =1

di,...,dn€A di,...,d,€EA
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Sei [(di, ..., dn)](x) = log,,(dn+log,(dn—1 + - - - + log,(di + x).).

L, <dimyD [A] < U,

c.log

fir alle n > 1, wobei U, und O, gegeben sind durch

Sl =1 Y [(dl ) =1

di,...,dn€A di,...,d,€EA

Fur m = 3 erhalten wir

dimy D, 1o5[{1,2}] = 0.81 + 0.01

c.Iog[
dimy Dc.log[{lv 3}] = 0.66 +0.01
dimy Dc.log[{zv 3}] =0.45+0.01
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Fir eine Kettenlogarithmus Darstellung zur Basis m > 3
betrachten wir die Menge der reellen Zahlen F. oz [p] bei denen die
Ziffern mit der Haufigkeit p auftreten.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 il
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Fir eine Kettenlogarithmus Darstellung zur Basis m > 3
betrachten wir die Menge der reellen Zahlen F. oz [p] bei denen die
Ziffern mit der Haufigkeit p auftreten.

dimy Fc.log[p] <c<l1

fiir alle p (!).
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Fir eine Kettenlogarithmus Darstellung zur Basis m > 3
betrachten wir die Menge der reellen Zahlen F. oz [p] bei denen die
Ziffern mit der Haufigkeit p auftreten.

dimy Fc.log[p] <c<l1
fiir alle p (!).

Fir m = 3 sieht die obere Abschatzung wie folge aus

09
08
0.7
0.6
05
04
03
02
0.1

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 il
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Danke fur Eure Aufmerksamkeit!
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