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b-adische Darstellung

Betrachte die gewöhnliche Darstellung x ∈ [0, 1] zur Basis
b ≥ 2:

x =
∞∑
i=1

di (x)b−i , di (x) ∈ {0, 1, . . . , b − 1}.

Wir wählen Ziffern A ⊆ {0, . . . , b − 1} aus und definieren

Db-adic[A] := {x ∈ [0, 1]|di (x) ∈ A}.

Wenn 2 ≤ |A| < b ist Db-adic[A] überabzählbar und kompakt
aber der Länge null und total unzusammenhängend.
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Hausdorff Dimension

Das d-dimensionale Hausdorff Maß von B ⊆ Rn ist

Hd(B) = lim
ε7−→0

inf{
∞∑
i=1

diam(Ci )
d |B ⊆

∞⋃
i=1

Ci , diam(Ci ) < ε}.

Dies ist eine natürliche Verallgemeinerung des
n-dimensionalen Lebesgue Maßes , Ln = cnH

n.

Die Hausdorff Dimension ist

dim B = inf{d ≥ 0|Hd(B) = 0} = sup{d ≥ 0|Hd(B) =∞}
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Hausdorff (1919):

Theorem

dimDb-adic[A] =
log |A|
log b

Für die obere Abschätzung überdecke mit |A|n Intervallen der
Länge bn.

Für die untere Abschätzung definiere ein W.-Maß
µ(Ia1a2...an) = |A|−n. Es gilt

x ∈ D : µ(Br (x)) ≤ c r log |A|/ log b.

und mitteles des Maßenverteilungsprinzips.
Hlog |A|/ log b(D) ≥ 1/c .
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Vorgegebene Häufigkeit von Ziffern

Sei p = (pj) ein W.-Vektor auf {0, . . . b − 1}. Die Entropie p
ist

H(p) = −
b−1∑
j=0

pj log pj .

Betrachte die x ∈ [0, 1] mit vorgegebener Häufigkeit der
Ziffern

Fb-adic[p] := {x | lim
n 7→∞

|{i = 1, . . . n|di (x) = j}|
n

= pj}.

Fb-adic[(1/b)] ist die Menge der normalen Zahlen zur Basis b.
Borel (1909): Fast alle Zahlen sind normal.
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Besicovitch (1934) / Eggleston (1949):

Theorem

dimFb-adic[p] =
H(p)

log b
(=: θ)

Konstruiere ein Maß µ(Id1d2...dn) = pd1pd2 . . . pdn .

x ∈ F : lim
n 7−→∞

1

n
log

µ(Id1...dn(x))

|Id1...dn(x)|s
= −H(p) + s log(b)

s < θ : limr→∞ µ(Br (x))/r s = 0⇒ Hs(F) =∞
s > θ : limr→∞ µ(Br (x))/r s =∞⇒ Hs(F) = 0
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Kettenlogarithmen

Besicovitch (1934) / Eggleston (1949):

Theorem

dimFb-adic[p] =
H(p)

log b
(=: θ)

Konstruiere ein Maß µ(Id1d2...dn) = pd1pd2 . . . pdn .

x ∈ F : lim
n 7−→∞

1

n
log

µ(Id1...dn(x))

|Id1...dn(x)|s
= −H(p) + s log(b)

s < θ : limr→∞ µ(Br (x))/r s = 0⇒ Hs(F) =∞
s > θ : limr→∞ µ(Br (x))/r s =∞⇒ Hs(F) = 0
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Jörg Neunhäuserer Dimensionstheorie der Darstellung reeller Zahlen



b-adische Darstellung
Eine Modifikation der Binärdarstellung
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Eine Modifikation der Binärdarstellung

Stelle x ∈ (0, 1] durch eine Folge in NN dar:

x =
∞∑
i=1

2−(n1(x)+···+ni (x)), ni (x) ∈ N.

ni (x) ist der Abstand zwischen den Ziffern die 1 in der
Binärdarstellung sind.

Für A ⊆ N betrachten wir die Menge der reelen Zahlen
Dm.dyadic[A] mit Ziffern in A.

Dm.dyadic[{1, 2}] = {x |ni (x) = 0⇒ ni+1(x) = 1} wird auch
goldene Markov-Menge genannt.
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Kettenlogarithmen

Eine Modifikation der Binärdarstellung
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Kettenbrüche
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Theorem

Die Hausdorff Dimension d von Dm.dyadic[A] ist d, gegeben durch∑
i∈A

2−id = 1

Für A = {1, . . . n}: d = log(s)/ log(2) wobei s ∈ (1, 2) die
Lösung von sn − sn−1 · · · − s − 1 = 0 ist.

Für die goldene Markov Menge: d = log((
√

5 + 1)/2)/ log 2.

Für A = {nj |n ∈ N} gilt d = 1/j .

Für A = {nj + m|n ∈ N0} ist d gegeben durch
2−dj + 2−dm = 1.
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Kettenlogarithmen

Theorem

Die Hausdorff Dimension d von Dm.dyadic[A] ist d, gegeben durch∑
i∈A

2−id = 1

Für A = {1, . . . n}: d = log(s)/ log(2) wobei s ∈ (1, 2) die
Lösung von sn − sn−1 · · · − s − 1 = 0 ist.

Für die goldene Markov Menge: d = log((
√

5 + 1)/2)/ log 2.

Für A = {nj |n ∈ N} gilt d = 1/j .

Für A = {nj + m|n ∈ N0} ist d gegeben durch
2−dj + 2−dm = 1.
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Kettenbrüche
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Kettenbrüche

Stelle x ∈ (0, 1) durch einen Kettenbruch dar:

x =
1

n1(x) + 1
n2(x)+...

, ni(x) ∈ N

Betrachte die Menge von Zahlen Dcon.[A] mit Ziffern in A.

Jarnik (1929):

Theorem

1− 4

n log 2
≤ dimH Dcon.[{1, . . . , n}] ≤ 1− 1

8n log n

für n > 8.
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b-adische Darstellung
Eine Modifikation der Binärdarstellung

Kettenbrüche
Kettenlogarithmen

Die Berechnung von dimH Dcon.[A] wird seit vielen Jahren
untersucht: Good (1941), Bumby (1982), Hensly
(1989/1996)

Wir haben nun einen effizienten Algorithmus Jenkinson /
Pollicott (2001):

dimDcon.[{1, 2}] = 0.531280506277 . . . (54 Ziffern bekannt)

dimDcon.[{1, 2, 3}] = 0.7046 . . .

dimDcon.[{1, 2, 3, 4}] = 0.7889 . . .

dimDcon.[{1, 2, 3, 4, 5}] = 0.8368 . . .

dimDcon.[{1, 2, 3, 4, 5, 6}] = 0.8676 . . .

dimDcon.[{1, 3}] = 0.254489077661 . . .

dimDcon.[{2, 3}] = 0.337436780806 . . .
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Kettenbrüche
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Jörg Neunhäuserer Dimensionstheorie der Darstellung reeller Zahlen



b-adische Darstellung
Eine Modifikation der Binärdarstellung

Kettenbrüche
Kettenlogarithmen

Eine Folgerung von Jarnik’s Satz ist:

dimH{x ∈ (0, 1) | (nk(x)) is bounded} = 1

Good (1941):

Theorem

dimH{x ∈ (0, 1) | lim
k→∞

(nk(x)) =∞} = 1/2

Luczak (1997):

Theorem

dimH{x ∈ (0, 1) | nk(x) ≥ ab
k} = 1/(b + 1)
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Kettenbrüche
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b-adische Darstellung
Eine Modifikation der Binärdarstellung

Kettenbrüche
Kettenlogarithmen

Komplexe Kettenbrüche

Für z ∈ C betrachten wir den Hurwiz Kettenbruch

z = c0 +
1

c1 + 1
c2+...

, cj = aj + bj i ∈ Z[i ]

Die Ziffern cj werden durch

zj+1 = 1/zj − [1/zj ] = 1/zj − cj

bestimmt, wobei c0 = [z ] und z0 = z − c0. [.] bezeichnet das
nächste Element in Z[i ].

Für A ⊆ N[i ] betrachte die Menge der Hurwitz Kettenbrüche
Dcomlex[A] mit Ziffern in A.
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Dcomlex[A] mit Ziffern in A.
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Für z ∈ C betrachten wir den Hurwiz Kettenbruch

z = c0 +
1

c1 + 1
c2+...

, cj = aj + bj i ∈ Z[i ]

Die Ziffern cj werden durch

zj+1 = 1/zj − [1/zj ] = 1/zj − cj

bestimmt, wobei c0 = [z ] und z0 = z − c0. [.] bezeichnet das
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b-adische Darstellung
Eine Modifikation der Binärdarstellung

Kettenbrüche
Kettenlogarithmen

Durch Abschätzungen der Ableitung von Tz = 1/(z + a + bi) auf
B1/2(1/2) erhalten wir:

Theorem

d < dimDcomlex[A] < D∑
a+bi∈A

(
1

a2 + b2
)D = 1

∑
a+bi∈A

(
1

a2 + b2 + (1 +
√

2) max{a, b}+ 1
)d = 1.

0.21 < dimDcomlex[{3 + i , 2 + 4i}] < 0.27

0.49 < dimDcomlex[{2 + 2i , 3 + 2i , 2 + 3i , 3 + 3i}] < 0.61

1 < dimDcomlex[{a + bi |a, b = 1 . . . 4}] < 1.33

Jörg Neunhäuserer Dimensionstheorie der Darstellung reeller Zahlen
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Kettenbrüche
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Kettenlogarithmen

Betrachte die Darstellung von x ∈ [0, 1] als Kettenlogarithmus
für m ≥ 3:

x = lim
n→∞

logm(dn(x)+logm(dn−1(x)+logm(· · ·+logm(d1(x)))̇

mit Ziffern in {1, . . . ,m − 1}.
Diese Darstellung ist eindeutig bis auf eine abzählbare Menge
und in fast allen Zahlen kommen alle Ziffern unendlich oft vor.

Für m ≥ 4 wählen wir Ziffern A ⊆ {1, . . . ,m − 1} und
definieren

Dc.log[A] := {x ∈ [0, 1]|di (x) ∈ A}.
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Kettenlogarithmen

Kettenlogarithmen

Betrachte die Darstellung von x ∈ [0, 1] als Kettenlogarithmus
für m ≥ 3:

x = lim
n→∞

logm(dn(x)+logm(dn−1(x)+logm(· · ·+logm(d1(x)))̇

mit Ziffern in {1, . . . ,m − 1}.
Diese Darstellung ist eindeutig bis auf eine abzählbare Menge
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Kettenlogarithmen

Sei [(d1, . . . , dn)](x) = logm(dn + logm(dn−1 + · · ·+ logm(d1 + x).).

Theorem

Ln ≤ dimH Dc.log[A] ≤ Un

für alle n ≥ 1, wobei Un und On gegeben sind durch∑
d1,...,dn∈A

[(dk)]′(1)Un = 1
∑

d1,...,dn∈A
[(dk)]′(0)Ln = 1

Für m = 3 erhalten wir

dimH Dc.log[{1, 2}] = 0.81± 0.01

dimH Dc.log[{1, 3}] = 0.66± 0.01

dimH Dc.log[{2, 3}] = 0.45± 0.01

Jörg Neunhäuserer Dimensionstheorie der Darstellung reeller Zahlen
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Jörg Neunhäuserer Dimensionstheorie der Darstellung reeller Zahlen



b-adische Darstellung
Eine Modifikation der Binärdarstellung
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Für eine Kettenlogarithmus Darstellung zur Basis m ≥ 3
betrachten wir die Menge der reellen Zahlen Fc.log [p] bei denen die
Ziffern mit der Häufigkeit p auftreten.

Theorem

dimH Fc.log [p] ≤ c < 1

für alle p (!).

Für m = 3 sieht die obere Abschätzung wie folge aus
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Danke für Eure Aufmerksamkeit!
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