Dimensionstheorie der Darstellung reeller Zahlen

Jorg Neunhauserer
joerg.neunhaeuserer@web.de
www.neunhaeuserer.de

Januar 2018
Ernst-Abbe-Hochschule Jena

Jorg Neunhauserer Dimensionstheorie der Darstellung reeller Zahlen



b-adische Darstellung
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b-adische Darstellung

b-adische Darstellung

@ Betrachte die gewdhnliche Darstellung x € [0, 1] zur Basis
b>2.

X = f: di(x)b~', di(x) € {0,1,...,b—1}.
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b-adische Darstellung

b-adische Darstellung

@ Betrachte die gewdhnliche Darstellung x € [0, 1] zur Basis
b>2.

X = f: di(x)b~', di(x) € {0,1,...,b—1}.

e Wir wahlen Ziffern aus A C {0,...,b— 1} und betrachten

Db—adiC[A] = {X S [0, 1]’di(X) € A}
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b-adische Darstellung

b-adische Darstellung

@ Betrachte die gewdhnliche Darstellung x € [0, 1] zur Basis
b>2.

X = f: di(x)b~', di(x) € {0,1,...,b—1}.

e Wir wahlen Ziffern aus A C {0,...,b— 1} und betrachten

Db—adiC[A] = {X S [0, 1]’di(X) € A}

e Wenn 2 < |A| < b, ist Dy_4ic[A] iiberabzahlbar und
kompakt, aber der Lange Null und total unzusammenhangend.

Jorg Neunhauserer Dimensionstheorie der Darstellung reeller Zahlen



b-adische Darstellung

Hausdorff Dimension
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b-adische Darstellung

Hausdorff Dimension

@ Das d-dimensionale Hausdorff MaBvon B C R” ist

99(B) = eli_nzoinf{; diam(G)¥|B € | J G, diam(G) < €}

i=1
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b-adische Darstellung

Hausdorff Dimension

@ Das d-dimensionale Hausdorff MaBvon B C R” ist

99(B) = eli_nzoinf{; diam(G)¥|B € | J G, diam(G) < €}

i=1

@ Dies ist eine natiirliche Verallgemeinerung des
n-dimensionalen Lebesgue MaBes, £"7 = ¢,$".
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b-adische Darstellung

Hausdorff Dimension

@ Das d-dimensionale Hausdorff MaBvon B C R” ist
99(B) 6momf{;d.am(q) |B C U1 G, diam(G) < €}

@ Dies ist eine natiirliche Verallgemeinerung des
n-dimensionalen Lebesgue MaBes, £"7 = ¢,$".
@ Die Hausdorff Dimension ist gegeben durch

dim B = inf{d > 0|$9(B) = 0} = sup{d > 0|99(B) = oo}
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b-adische Darstellung

Hausdorff Dimension

@ Das d-dimensionale Hausdorff MaBvon B C R” ist
99(B) emomf{;d.am(q) |B C U1 G, diam(G) < €}

@ Dies ist eine natiirliche Verallgemeinerung des
n-dimensionalen Lebesgue MaBes, £"7 = ¢,$".
@ Die Hausdorff Dimension ist gegeben durch

dim B = inf{d > 0|$9(B) = 0} = sup{d > 0|99(B) = oo}

log | A

dim Db—adiC[A] = |ogb
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b-adische Darstellung

Vorgegebene Haufigkeiten von Ziffern
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b-adische Darstellung

Vorgegebene Haufigkeiten von Ziffern

@ Sei p = (pj) ein W.-Vektor auf {0,...,b— 1}. Die Entropie
von p ist

b—1
H(p) =—>_ pjlogp;.
i=o
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b-adische Darstellung

Vorgegebene Haufigkeiten von Ziffern

@ Sei p = (pj) ein W.-Vektor auf {0,...,b— 1}. Die Entropie
von p ist
b-1
—> pilogp;.
j=0

@ Betrachte die x € [0, 1] mit vorgegebenen Haufigkeiten der
Ziffern.

[{i=1,...nldi(x) =Jj} _

n

Fb-adiclP] == {x] Jim_
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b-adische Darstellung

Vorgegebene Haufigkeiten von Ziffern

@ Sei p = (pj) ein W.-Vektor auf {0,...,b— 1}. Die Entropie
von p ist
b-1
—> pilogp;.
j=0

@ Betrachte die x € [0, 1] mit vorgegebenen Haufigkeiten der
Ziffern.

[{i=1,...nldi(x) =Jj} _

n

Fb-adiclP] == {x] Jim_

Jorg Neunhauserer Dimensionstheorie der Darstellung reeller Zahlen



b-adische Darstellung
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b-adische Darstellung

Fast alle Zahlen sind normal zur Basis b, also
S(fb_adl-c[(l/b)]) =1 und daher dim fb_adl-c[(l/b)] =1.
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b-adische Darstellung

Fast alle Zahlen sind normal zur Basis b, also
S(fb_adl-c[(l/b)]) =1 und daher dim fb_adl-c[(l/b)] =1.

H(p)
log b

dim Fp_odiclp] =
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b-adische Darstellung

Fast alle Zahlen sind normal zur Basis b, also
S(fb_adl-c[(l/b)]) =1 und daher dim fb_adl-c[(l/b)] =1.

H(p)
log b

dim Fp_odiclp] =
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Eine Modifikation der Binardarstellung
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Eine Modifikation der Binardarstellung

o Stelle x € (0,1] durch eine Folge in NN dar:

x= 32 ) ) €N,
i=1
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Eine Modifikation der Binardarstellung

o Stelle x € (0,1] durch eine Folge in NN dar:

x= 32 ) ) €N,
i=1

@ nj(x) der Abstand zwischen zwei Ziffern die 1 in der
Binardarstellung sind.
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Eine Modifikation der Binardarstellung

o Stelle x € (0,1] durch eine Folge in NN dar:

x= 32 ) ) €N,
i=1

@ nj(x) der Abstand zwischen zwei Ziffern die 1 in der
Binardarstellung sind.

e Fiir A C N betrachten wir die Menge der reellen Zahlen
Dm.dyadic[A] mit Ziffern in A.
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Eine Modifikation der Binardarstellung

o Stelle x € (0,1] durch eine Folge in NN dar:

x= 32 ) ) €N,
i=1

@ nj(x) der Abstand zwischen zwei Ziffern die 1 in der
Binardarstellung sind.

e Fiir A C N betrachten wir die Menge der reellen Zahlen
Dm.dyadic[A] mit Ziffern in A.
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Die Hausdorff Dimension d von D [A] ist gegeben durch

m.dyadic

22—“ =1.

IEA
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Die Hausdorff Dimension d von D, dyadic[A] ist gegeben durch

22—“ =1.

IEA

o Fir A={1,...n}: d =log(s)/log(2), wobei s € (1,2) die
Losung von s” —s""L... — s —1 =0 ist.
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Die Hausdorff Dimension d von D

[A] ist gegeben durch

m.dyadic

22—“ =1.

IEA

o Fir A={1,...n}: d =log(s)/log(2), wobei s € (1,2) die
Losung von s” —s""L... — s —1 =0 ist.

e Fir A= {nj|n € N} gilt d = 1/j.
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Die Hausdorff Dimension d von D

[A] ist gegeben durch

m.dyadic

22—“ =1.

IEA

o Fir A={1,...n}: d =log(s)/log(2), wobei s € (1,2) die
Losung von s” —s""L... — s —1 =0 ist.

e Fir A= {nj|n € N} gilt d = 1/j.
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Betrachte die Menge der reellen Zahlen ]:m.dyadic[p] mit
Haufigkeit der Ziffern gegeben durch einen W.-Vektor p auf N mit
Erwartungswert E(p) < oo und Entropie H(p) < oo
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Betrachte die Menge der reellen Zahlen ]:m.dyadic[p] mit
Haufigkeit der Ziffern gegeben durch einen W.-Vektor p auf N mit
Erwartungswert E(p) < oo und Entropie H(p) < oo

: H(p)
dim ]:m.dyadic[p] = E(p) Iog 2
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Betrachte die Menge der reellen Zahlen ]:m.dyadic[p] mit
Haufigkeit der Ziffern gegeben durch einen W.-Vektor p auf N mit
Erwartungswert E(p) < oo und Entropie H(p) < oo

: H(p)
dim ]:m.dyadic[p] = E(p) Iog 2

e Fiir die Gleichverteilung auf {1,..., n} gilt

2log(n)

dim ]'—m_dyadic[(l/"’ o 1/n)] = (n+1)log(2)’
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Betrachte die Menge der reellen Zahlen ]:m.dyadic[p] mit
Haufigkeit der Ziffern gegeben durch einen W.-Vektor p auf N mit
Erwartungswert E(p) < oo und Entropie H(p) < oo

: H(p)
dim ]:m.dyadic[p] = E(p) Iog 2

e Fiir die Gleichverteilung auf {1,..., n} gilt

2log(n)

dim ]'—m_dyadic[(l/"’ o 1/n)] = (n+1)log(2)’
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Kettenbriiche

Kettenbrlche
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Kettenbriiche

Kettenbrlche

o Stelle eine reelle Zahl x € (0,1) als Kettenbruch dar:
1
1 9y

X =
m(X) + Lo

Ni(x) € N
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Kettenbriiche

Kettenbrlche

o Stelle eine reelle Zahl x € (0,1) als Kettenbruch dar:
1

= n(x) +

T My €N

I72(X)+...

@ Betrachte die Menge der Zahlen, die eine beschrankt Folge
von Eintragen im Kettenbruch haben.

B = {x | (ni(x)) beschrankt}
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Kettenbriiche

Kettenbrlche

o Stelle eine reelle Zahl x € (0,1) als Kettenbruch dar:
1

= n(x) +

T Nix) €N

I72(X)+...

@ Betrachte die Menge der Zahlen, die eine beschrankt Folge
von Eintragen im Kettenbruch haben.

B = {x | (ni(x)) beschrankt}

Fiir fast alle reellen Zahlen ist die Folge der Eintrage im
Kettenbruch unbeschrankt, also £(B) = 0,
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Kettenbriiche

Kettenbrlche

o Stelle eine reelle Zahl x € (0,1) als Kettenbruch dar:
1

= n(x) +

T Nix) €N

I72(X)+...

@ Betrachte die Menge der Zahlen, die eine beschrankt Folge
von Eintragen im Kettenbruch haben.

B = {x | (ni(x)) beschrankt}

Fiir fast alle reellen Zahlen ist die Folge der Eintrage im
Kettenbruch unbeschrankt, also £(B) = 0, aber dimy B =1/
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Kettenbriiche

Verallgemeinerte Kettenbriiche
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Kettenbriiche

Verallgemeinerte Kettenbriiche

@ Sei b > 2 eine Basis. Stelle eine reelle Zahl x € [0,1) durch
einen verallgemeinerten Kettenbruch dar

b*nl(X)
N b—1)b ™09
1+ ( )
(b—1)b=")
14—

1+
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Kettenbriiche

Verallgemeinerte Kettenbriiche

@ Sei b > 2 eine Basis. Stelle eine reelle Zahl x € [0,1) durch
einen verallgemeinerten Kettenbruch dar

b*nl(X)
N b—1)b ™09
1+ ( )
(b—1)b=")
14—

1+

o Betrachte die Menge der Zahlen, die eine beschrankte Folge
von Eintragen in diesem Kettenbruch haben:

By = {x | (ni(x)) beschrankt}.

Jorg Neunhauserer Dimensionstheorie der Darstellung reeller Zahlen



Kettenbriiche

Verallgemeinerte Kettenbriiche

@ Sei b > 2 eine Basis. Stelle eine reelle Zahl x € [0,1) durch
einen verallgemeinerten Kettenbruch dar

b*nl(X)
N b—1)b ™09
1+ ( )
(b—1)b=")
14—

1+

o Betrachte die Menge der Zahlen, die eine beschrankte Folge
von Eintragen in diesem Kettenbruch haben:

By = {x | (ni(x)) beschrankt}.

Fiir alle b > 2 gilt dimy B, = 1 obwohl L(B) = 0.
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Kettenlogarithmen

Kettenlogarithmen
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Kettenlogarithmen

Kettenlogarithmen

e Fiir m > 3 betrachte die Darstellung von x € [0, 1] als
Kettenlogarythmus :

x = lim log,,(dn(x)+log,,(dn—1(x)+log,( - - +log,,(d1(x)))

n—o0

mit Eintragen in {1,...,m—1}.
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Kettenlogarithmen

Kettenlogarithmen

e Fiir m > 3 betrachte die Darstellung von x € [0, 1] als
Kettenlogarythmus :

x = lim log,,(dn(x)+log,,(dn—1(x)+log,( - - +log,,(d1(x)))

n—o0

mit Eintragen in {1,...,m—1}.
@ Diese Darstellung ist eindeutig bis auf eine abzahlbare Menge
und in fast allen Zahlen kommen alle Ziffern unendlich oft vor.
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Kettenlogarithmen

Kettenlogarithmen

e Fiir m > 3 betrachte die Darstellung von x € [0, 1] als
Kettenlogarythmus :

x = lim log,,(dn(x)+log,,(dn—1(x)+log,( - - +log,,(d1(x)))

n—o0

mit Eintragen in {1,...,m—1}.
@ Diese Darstellung ist eindeutig bis auf eine abzahlbare Menge
und in fast allen Zahlen kommen alle Ziffern unendlich oft vor.

e Fir m > 4 wahlen wir Ziffern aus AC {1,...,m — 1} und
definieren

Dc.log[A] = {x € [0,1]|di(x) € A}.
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Kettenlogarithmen
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Kettenlogarithmen

Sei [(di, ..., dn)](x) = log,,(dn+log,(dn—1 + - - - + log,(di + x).).
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Kettenlogarithmen

Sei [(di, ..., dn)](x) = log,,(dn+log,(dn—1 + - - - + log,(di + x).).

L, < dimyD ] < U,

c./og[A
fiir alle n > 1, wobei U, und O, durch

Yo oldr@t =1 > [(d)I(0) =1

di,...,dn €A di,...,dn€A

gegeben sind.
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Kettenlogarithmen

Sei [(di, ..., dn)](x) = log,,(dn+log,(dn—1 + - - - + log,(di + x).).

Ln S dimH DC/Og[A] S Un

fiir alle n > 1, wobei U, und O, durch

Yo oldr@t =1 > [(d)I(0) =1

di,...,dn €A di,...,dn€A

gegeben sind.

For m = 3 erhalten wir:
dimy Dc.log[{lv 2}] =0.81+0.01
dimy Dc.log[{L 3}] = 0.66 + 0.01
dimy Dc.log[{zv 3}] =0.45+0.01
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Kettenlogarithmen
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Kettenlogarithmen

Fir eine Kettenlogarithmus Darstellung zur Basis m > 3
betrachten wir die Menge der reellen Zahlen F. jog[p], bei denen
die Ziffern mit Haufigkeiten p = (p1, ..., pm—1) auftreten.
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Kettenlogarithmen

Fir eine Kettenlogarithmus Darstellung zur Basis m > 3
betrachten wir die Menge der reellen Zahlen F. joz[p], bei denen
die Ziffern mit Haufigkeiten p = (p1, ..., pm—1) auftreten.

dimy ]:c.log[p] <c<l1
fiir alle p (!).
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Kettenlogarithmen

Fir eine Kettenlogarithmus Darstellung zur Basis m > 3
betrachten wir die Menge der reellen Zahlen F. joz[p], bei denen
die Ziffern mit Haufigkeiten p = (p1, ..., pm—1) auftreten.

dimy ]:c.log[p] <c<l1
fiir alle p (!).

Fir m = 3 sieht die obere Abschatzung wie folgt aus:

09
0.8
0.7
06
05
04
03
0.2
0.1

0
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Kettenlogarithmen

Danke fur lhre Aufmerksamkeit
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