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@ Die Methode der kleinsten Quadrate ist das Standardverfahren
der Ausgleichsrechnung in der numerischen Mathematik.
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Problemstellung

@ Die Methode der kleinsten Quadrate ist das Standardverfahren
der Ausgleichsrechnung in der numerischen Mathematik.

@ Gegeben sind n Punkte in der euklidischen Ebene
(xi,yi) ER%i=1,...,nmit x; # x; fiir i # j

In der Anwendung sind diese Punkte durch empirische Daten
wie die Auspragung von zwei Merkmalen von n Gegenstanden
bestimmt.
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Problemstellung

@ Die Methode der kleinsten Quadrate ist das Standardverfahren
der Ausgleichsrechnung in der numerischen Mathematik.

@ Gegeben sind n Punkte in der euklidischen Ebene
(xi,yi) ER%i=1,...,nmit x; # x; fiir i # j

In der Anwendung sind diese Punkte durch empirische Daten
wie die Auspragung von zwei Merkmalen von n Gegenstanden
bestimmt.

@ Gesucht ist eine Ausgleichsfunktion f : R — R aus einer
vorgegebenen Menge von Funktionen F die, die Punktewolke
so gut wie moglich approximiert.
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Losungsansatz

@ GemalB der Methode der kleinsten Quadrate wird eine
Funktion f € F bestimmt, sodass die Summe der
Fehlerqudrate (f(x;) — y;)? moglichst klein wird.
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Losungsansatz

@ GemalB der Methode der kleinsten Quadrate wird eine
Funktion f € F bestimmt, sodass die Summe der
Fehlerqudrate (f(x;) — y;)? moglichst klein wird.

@ D.h. wir bestimmen f € F mit

n

D (F(xi) = yi)* = min{) (g(xi) — vi)* | g € F}
i—1

i=1
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@ Der Fehler der Approximation R wird Residuum genannt.
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Problemstellung und Ansatz

Ausgleichsfunktionen

Welche Menge F von Ausgleichsfunktionen gewahlt wird, hangt
vom Augenschein oder von Vermutungen aus dem empirischen
Kontext ab.
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Ausgleichsfunktionen

Welche Menge F von Ausgleichsfunktionen gewahlt wird, hangt
vom Augenschein oder von Vermutungen aus dem empirischen
Kontext ab. Haufig werden verwendet:

@ Lineare Funktionen g(x) = ax+ b
o Quadratische Funktionen g(x) = ax? + bx + ¢

o Kubische Funktionen g(x) = ax3 + bx? + cx + d (oder auch
Splines)

Jorg Neunhauserer Die Methode der kleinsten Quadrate



Problemstellung und Ansatz

Ausgleichsfunktionen

Welche Menge F von Ausgleichsfunktionen gewahlt wird, hangt
vom Augenschein oder von Vermutungen aus dem empirischen
Kontext ab. Haufig werden verwendet:

@ Lineare Funktionen g(x) = ax+ b

o Quadratische Funktionen g(x) = ax? + bx + ¢

o Kubische Funktionen g(x) = ax3 + bx? + cx + d (oder auch
Splines)

e Exponentielle Funktionen g(x) = be®
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Problemstellung und Ansatz

Ausgleichsfunktionen

Welche Menge F von Ausgleichsfunktionen gewahlt wird, hangt
vom Augenschein oder von Vermutungen aus dem empirischen
Kontext ab. Haufig werden verwendet:

@ Lineare Funktionen g(x) = ax+ b

o Quadratische Funktionen g(x) = ax? + bx + ¢

o Kubische Funktionen g(x) = ax® 4 bx? 4 cx + d (oder auch
Splines)

e Exponentielle Funktionen g(x) = be®

o Logische Funktionen g(x) = ¢/(1 4 be™%)
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Problemstellung und Ansatz
Ein Beispiel

Leistung und Verbrauch des VW-Golf

kW 55 | 74 | 77 | 85 | 110 | 159
I/100k | 6.4 | 76 | 6.8 | 79| 9.3 | 10.8
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Lineare Ausgleichsfunktionen

e Die Menge der linearen Funktion (Geraden) ist

F ={glg(x) =ax+b, a,b e R}.
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Lineare Ausgleichsfunktionen

e Die Menge der linearen Funktion (Geraden) ist
F ={glg(x) =ax+b, a,b e R}.
o Hier gilt

mln{z g(xi)—yi) |g€]—'}—m|n{z (axi+b—y;)*| a,b € R}.
i=1
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Lineare Ausgleichsfunktionen
Lineare Ausgleichsfunktionen

e Die Menge der linearen Funktion (Geraden) ist

F ={glg(x) =ax+b, a,b e R}.

o Hier gilt

mln{z g(xi)—yi) |g€]—'}—m|n{z (axi+b—y;)*| a,b € R}.
i=1

@ GemalB der Methode der kleinsten Qudrate suchen wir ein
Minimum (a, b) € R? der Funktion R: R x R — R

n

R(a,b) =) (axi + b—yi)*.

i=1
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Lineare Ausgleichsfunktionen
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Lineare Ausgleichsfunktionen

Eine notwendige Bedingung fiir ein Minimum von R in (a, b) ist

OR/0a = 2xi(axi+b—y)=0

i=1

OR/0b = Z2(ax,- +b—y;)=0.
i=1
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Lineare Ausgleichsfunktionen

Eine notwendige Bedingung fiir ein Minimum von R in (a, b) ist

OR/0a = 2xi(axi+b—y)=0

i=1

OR/0b = Z2(ax,- +b—y;)=0.

i=1
Also
n n n
O xa+ O x)b=>_ xyi
i=1 i=1 i=1
(Z xj)a+ nb = Zy,-.
i=1 i=1
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Lineare Ausgleichsfunktionen
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Lineare Ausgleichsfunktionen

Die Losung des linearen Gleichungssystems ist

>oimi (i = X)(yvi —¥) b7
Y =x)2

mit den Mittelwerten X = (x1 +...xp)/nund ¥y = (y1 +...yn)/n.

a—
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Lineare Ausgleichsfunktionen

Die Losung des linearen Gleichungssystems ist

>oimi (i = X)(yvi —¥) b7
Y =x)2

mit den Mittelwerten X = (x1 +...xp)/nund ¥y = (y1 +...yn)/n.

a—

1 n
Varianz: VAR(X) := - Z_il(x,- —X)?,
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Lineare Ausgleichsfunktionen

Die Losung des linearen Gleichungssystems ist

T Zi_zl(fx:il(_xfx)—(yxi); D ey

mit den Mittelwerten X = (x1 +...xp)/nund ¥y = (y1 +...yn)/n.

1 n
Varianz: VAR(X) := - Z_il(x,- —X)?,

Kovarianz: COV(X, Y) := % Z:,:l(xi —X)(yi —¥)
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Lineare Ausgleichsfunktionen

Die Losung des linearen Gleichungssystems ist

T Zi_zl(fx:il(_xfx)—(yxi); D ey

mit den Mittelwerten X = (x1 +...xp)/nund ¥y = (y1 +...yn)/n.

1 n
Varianz: VAR(X) := - Z_il(x,- —X)?,

Kovarianz: COV(X, Y) := % Z:,:l(xi —X)(yi —¥)
LoV,
7~ TVAR(X) DR
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Lineare Ausgleichsfunktionen

Man kann zeigen, dass fiir die Funktion R die notwendige
Bedingung fiir ein lokales Minimum 0R/0a =0 und OR/0b =0
tatsachlich fiir ein absolutes Minimum hinreichend ist.
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Lineare Ausgleichsfunktionen

Man kann zeigen, dass fiir die Funktion R die notwendige
Bedingung fiir ein lokales Minimum dR/0a =0 und OR/0b =0
tatsachlich fiir ein absolutes Minimum hinreichend ist. Wir haben
daher folgendes Theorem:

Theorem

Seien Punkte (x;,y;) € R?,i=1,...,n mit x; # x; fiir i # j
gegeben. Die lineare Ausgleichsfunktion f(x) = ax + b, welche die
Summe der quadratischen Abstinde (f(x;) — y;)?> minimiert, ist
durch

_ COV(X, Y)
~ TVAR(X)

bestimmt.
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Lineare Ausgleichsfunktionen

Fortsetzung des Beispiels
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Lineare Ausgleichsfunktionen
Fortsetzung des Beispiels

Leistung und Verbrauch des VW-Golf

kW 55 | 74 | 77 | 85 | 110 | 159
I/100k | 6.4 | 7.6 | 6.8 | 7.9 | 9.3 | 10.8
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Lineare Ausgleichsfunktionen
Fortsetzung des Beispiels

Leistung und Verbrauch des VW-Golf

kW 55 | 74 | 77 | 85 | 110 | 159
I/100k | 6.4 | 7.6 | 6.8 | 7.9 | 9.3 | 10.8

o Xx=091.89, y=2813
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Lineare Ausgleichsfunktionen
Fortsetzung des Beispiels

Leistung und Verbrauch des VW-Golf

kW 55 | 74 | 77 | 85 | 110 | 159
I/100k | 6.4 | 7.6 | 6.8 | 7.9 | 9.3 | 10.8

o Xx—=018), 7=813
_ COV(X,Y) _ 27103
VAR(X) ~ 56543

= 0.048

Jorg Neunhauserer Die Methode der kleinsten Quadrate



Lineare Ausgleichsfunktionen
Fortsetzung des Beispiels

Leistung und Verbrauch des VW-Golf

kW 55 | 74 | 77 | 85 | 110 | 159
I/100k | 6.4 | 7.6 | 6.8 | 7.9 | 9.3 | 10.8

o Xx—=018), 7=813
_ COV(X,Y) _ 27103
VAR(X) ~ 56543

o b=y — ax = 3.722

= 0.048

Jorg Neunhauserer Die Methode der kleinsten Quadrate



Lineare Ausgleichsfunktionen
Fortsetzung des Beispiels

Leistung und Verbrauch des VW-Golf

kW 55 | 74 | 77 | 85 | 110 | 159
I/100k | 6.4 | 7.6 | 6.8 | 7.9 | 9.3 | 10.8

o Xx—=018), 7=813
_ COV(X,Y) _ 27103
VAR(X) ~ 56543

o b=y — ax = 3.722
o Lineare Ausgleichsfunktion: f(x) = 0.048x + 3.722.

= 0.048
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Lineare Ausgleichsfunktion:

f(x) = 0.048x + 3.722
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