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1. Einleitung

In dieser Arbeit wird die Fat Baker’s Transformation, eine einfache, zwei-
dimensionale, stiickweise lineare Abbildung, die von einem Parameter
abhéngt und ihr "Lift”, eine drei-dimensionale Abbildung, deren Projekti-
on die Fat Baker’s Transformation ist, untersucht.

Unsere Ziel ist dabei die Beantwortung der Frage nach der Giiltigkeit des Va-
riationsprinzips der Hausdorff Dimension fiir den Attraktor der Fat Baker’s
Transformation bzw. fiir den Attraktor des ”Lift’s”, d.h. der Frage, ob ein
ergodisches Mafl auf dem Attraktor existiert, dessen Hausdorff Dimension
mit der des Attraktors iibereinstimmt.

Unsere Hauptergebnisse sind obere Abschétzungen der Hausdorff Dimension
beliebiger ergodischer Mafle sowie "feinere” Abschéatzungen fiir ergodische
Mafe, die zusétzliche Bedingungen (Bilder von Bernoulli Mafien, Produkt-
struktur) erfiillen. Diese Abschéitzungen erlauben es uns zu zeigen, daf das
Variationsprinzip der Hausdorff Dimension fiir die Fat Baker’s Transformati-
on nicht erfiillt ist, falls der Paramter als Reziprok einer Pisot-Vijayarghavan
Zahl (kurz PV-Zahl) gewihlt wird. Fiir den "Lift” erhalten wir in diesem
Fall das Resultat, dafl zumindest ergodische Mafle, die eine Produktstruktur
besitzen, keine volle Hausdorff Dimension haben.

Auf dem Weg zu diesen Resultaten wird eine Reihe von dynamischen und
ergodentheoretischen Aspekten der Fat Baker’s Transformation und des
"Lift’s” diskutiert.

Wir bestimmen einen Zusammenhang zur Shift-Dynamik und die Darstel-
lung invarianter und ergodischer Mafle mittels diesem. Hieraus ergeben sich
Resultate iiber mafitheoretische Entropie der invarianten Mafle. Mit Hil-
fe der mafitheoretischen Entropie lédsst sich dann die unstabile Dimension,
und im weiteren auch die Hausdorff Dimension, beliebiger ergodischer Mafle
abschétzen.

Fiir eine genauere Abschéatzung der stabilen Dimension, und damit der Haus-
dorff Dimension, ergodischer Mafle werden unendlich gefaltete Bernoulli Ma-
Be relevant, ihr Produkt mit dem ensprechenden Bernoulli Maf§ ist ndmlich
ergodisch in Bezug auf die Fat Baker’s Transformation, und sie tauchen in
Bezug auf den " Lift” als transversale Mafle auf.



Fiir die Abschitzung der Grosse der Hausdorff Dimension unendlich gefalte-
ter Bernoulli Mafle ist das Faktum entscheidend, daf diese Mafe (im gleichge-
wichteten Fall) singulér sind, falls ihr Parameter das Reziprok einer PV-Zahl
ist.

In dieser Arbeit wird sich auch das Ergebniss von Alexander und Yorke aus
der bekannten Arbeit "Fat Baker’s Transformation’s” ([AY]) wiederfinden,
da das SRB-Mafl der Fat Baker’s Transformation ein Produkt aus gleich-
gewichtetem unendich gefaltetem Bernoulli Mafl und Lebesgue Maf ist und
seine Rényi Dimension fiir PV-Zahlen kleiner als zwei wird.



2. Grundbegriffe und grundlegende Sitze

In diesem einfithrenden Abschnitt werden grundlegende Begriffe der Ergoden-
theorie, wie ergodische Mafle, Entropie und Dimension, definiert. Dartiiberhin-
aus werden einige Sitze der Ergodentheorie dargestellt, wobei sich die Aus-
wahl wesentlich an Erfordernissen spéterer Abschnitte orientiert. Wir werden
insbesondere auf das Variationsprinzip der Hausdorff Dimension néher ein-
gehen.

2.1. Invariante, ergodische und Sinai-Ruelle-Bowen Ma-
3e

X sei ein kompakter metrischer Raum und B(X) die Borel o—Algebra auf
X. Wir bezeichnen mit M (X) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafie auf
(X, B(X)). Mittels des Rieszeschen Darstellungssatzes lisst sich M (X) mit
einer kompakten Teilmenge der Einheitskugel in C'(X)* identifizieren und so
mit der schwach*-Topologie versehen.

T : X — Y sei eine Borel-mef3bare Abbildung des metrischen Raumes X in
den metrischen Raum Y (T'B € B(X) VB € B(Y)).

T* : M(X) v+ M(Y) sei die, durch T" induzierte, Abbildung der Rédume der
MaSBe, d.h. fiir ein 1 aus M (X) definieren wir 7%y durch T*u(B) = u(T'B)
fiir alle B € B(Y'). Es gilt folgender mafitheoretischer Satz:

Satz 2.1.1.

Ist T surjektiv und stetig, so ist T surjektiv, stetig und affin.
Fiir einen Beweis dieses Satzes verweisen wir auf [DGS,3.2.].

T sei nun eine Borel-mefibare Abbildung des metrischen Raumes X in sich
und p € M(X).

Definition 2.1.2.

u heilt T-invariant, falls T*u = pu.
w heiit T-ergodisch, falls ¢ T-invariant ist und zusétzlich
(T™'B =B = u(B) €{0,1}) VB € B(X) gilt.



Wir fithren folgende Notation ein:

Miny (X, T) :={pu € M(X)| p ist T—invariant}

M o(X,T) :={p € M(X)| pist T—ergodisch}

und merken an, daf3 M;,,,(X,T) eine kompakte, konvexe und nicht leere Teil-
menge von M (X) ist und M., ,(X,T) gerade aus den Extremalpunkten von
von M;,,(X,T) besteht (vegl. [DGS,3/5]).

Die Ergodentheorie analysiert invariante und ergodische Mafle und studiert
das Verhalten dynamischer Systeme mittels dieser. Viele Resultate iiber die
Dynamik lassen sich fast {iberall in Bezug auf solche Mafle gewinnen. Ein
typisches Beispiel ist der Birkhoffsche Ergodensatz.

Satz 2.1.3. [Birkhoff]
x € X heifit generisch beziiglich (X, T, u) falls

1 N
i g o) = [ odn Vo e LNX.BOX). 1) ()

G, (X, T) sei die Menge der in Bezug auf (X, T, i) generischen Punkte.
Es gilt:
pE Meo( X, T) & pn(Gu(X,T)) =1

Ein Beweis und Anwendungen des Birkhoffschen Ergodensatzes findet sich in
[PO,1.5./1.6.]. Angemerkt sei noch, daf§ der Grenzwert in (*) auch in Bezug
auf ein invariantes Maf} fast iiberall existiert und in Abhéngikeit von x eine
L'-Funktion bildet.

Setzt man in (*) fir ¢ die charakteristische Funktion einer Menge B aus
B(X) ein, so sieht man, daf die mittlere Haufigkeit Iterierter eines gene-
rischen Punktes in B gegen das Mafi von B konvergiert. Das langfristige
Verhalten der Iterierten generischer Punkte wird also durch das Mafl be-
schrieben.

Wir betrachten nun speziell kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeiten X
mit normiertem Lebesgue Mafl ¢ und fiihren eine weitere mafitheoretische
Notation ein.



Definition 2.1.4.

Ein Mafl x4 aus M(X) heifit absolut stetig (in Bezug auf /), falls fiir alle
B e B(X) (¢((B)=0= u(B)=0) und rein singulér (in Bezug auf /), falls
ein B € B(X) existiert, so da u(B) = 1 und ¢(B) = 0.

Invariante und ergodische Mafle konnen auf Mengen von Lebesgue Mafl null
konzentriert und somit singulér sein. Es kann sich etwa um das Diracmafl
eines Fixpunktes bzw. periodischen Orbits handeln, oder dafl Mafl kann auf
eine "fractale” Menge konzentriert sein.

Besondere Bedeutung kommt Sinai-Ruelle-Bowen Maflen zu, deren generi-
sche Punkte positives Lebesgue Mafl haben.

Definition 2.1.5.

i€ M, (X, T) heifit Sinai-Ruelle-Bowen Maf} (kurz SRB-Maf) fir (X, T, p),
falls ¢(G,(X,T)) > 0.

Sind sogar (-fast alle Punkte p-generisch, so ist p durch diese Eigenschaft
eindeutig bestimmt, wie man mit dem Rieszschen Darstellungsatz sieht.
SRB-Mafle charakterisieren die globale asymptotische Dynamik eines Sy-
stems, da sich Iterierte einer ”groflen” Menge von Anfangspunkten entspre-
chend dem SRB-Maf} konzentrieren.

1972 zeigte Sinai die Existenz eines SRB-Mafles fiir Anosov-Systeme (vgl.
[ST]) und 1975 bewiesen Bowen und Ruelle die Existenz fiir Attraktoren von
Axiom A Fliissen (vgl. [BR]). In [RU] findet sich das Resultat fiir Axiom A
Diffeomorphismen.

Im allgemeinen muf fiir dynamische Systeme kein SRB-Maf existieren.



2.2. Entropie
Definition 2.2.1.: Maftheoretische Entropie

Sei X wieder ein metrischer Raum und 7" eine Borel-mef3bare Abbildung von
X in sich sowie p € My, (X, T).

Wir definieren die Information einer endlichen mefibaren Partition I' =
{Bi,...,By} von X in Bezug auf p durch:

H, () = - Z 1(B;) log u(B)

wobei man xlog z fiir x = 0 als null definiert.
NoT7T sei die sub-o-Algebra von X, die aus allen Schnitten der Form

No B, ji €{1,..., M}, besteht. Weiter definieren wir:

1 N-1 ]
Pu(T,T) = Jim - H,(\/ T°T) und
=0

N—o0

h,(T) = sup{h,(T,T') | I eine endliche sub-o-Algebra von X}

h,(T) wird als mafitheoretische Entropie von T" beziiglich p bezeichnet und
kann als mittlere Information beziiglich u, die durch die Iteration von T pro-
duziert wird, interpretiert werden.

Diese Definition ist [WA,4.4./4.5.] entnommen. Der Beweis der Existenz des
Grenzwerts und die Eigenschaften von h,, (7T, I") bzw. h,(T") konnen dort nach-
gelesen werden.

Lemma 2.2.2.

(X,T), (X, T) seien zwei metrische Réume mit Borel-mefibaren Abbildungen

und p € Milw(X, T) sowie i € M (X, T). )

Y1 X — X sei surjektiv und mefibar (in Bezug auf B(X), B(X)).

Falls T o ¢(z) = ¢ o T'(z) fir p-fast alle x € X und ¢*p = pu erfiillt ist, gilt:
ha(T) < hy(T)

Fiir einen Beweis des Lemmas verweisen wir wieder auf [WA,4.5.].

Aus 2.2.2. folgt sofort, dal zwei mafitheoretisch konjugierte Systeme (¢ fast

iiberall bijektiv mit mefibarer Umkehrung) die gleiche mafitheoretische Entro-

pie haben.



Definition 2.2.3.: Topologische Entropie

Die Definition, die hier gegeben wird, entspricht Bowens Definition der To-
pologischen Entropie nicht notwendig kompakter Mengen in [BO)].

Wir setzen hier X als eine kompakte Teilmenge des RP und 7" von X in sich
als stiickweise stetig voraus.

Sei T = (O, 0,,...04) eine offene Uberdeckung von X. Fiir ein Teilmenge
U von X setze:

0 falls UZ O; i=1...k

W)= paafivi € {1, 1= 1}3j € {1,... k} s T'(U) C O} sonst

Sei I' = {G1, Gy, ...} eine Uberdeckung von G C X. Wir definieren:

Z exp(—Any(G;))

my\(G) = Jim inf{Dx(I',\) | T Uberdckg. von G, exp(—Anv(G;)) < € Vi}
hy(T,G) sei die eindeutig bestimmte Zahl A € Ry fiir die gilt:

my(G) =0 fir A>X\
myA(G) =00 fir A<

h(T,G) := sup{hy(T,G) | T eine endliche offene Uberdckg. von X}

h(T, G) wird als topologische Entropie der Menge G unter T" bezeichnet. Die
Definition von hy(T,G) ist analog zur Definition der Hausdorff Dimension
im néchsten Abschnitt, wobei der Durchmesser von Uberdeckungselementen
hier ersetzt wird durch die Zeit die, die Bilder der Uberdeckungselemente
feiner als eine gegebene Uberdeckung bleiben.

Folgender Satz, der eine Zusammenstellung der Resultate von Bowen aus
[BO] darstellt, beschreibt den Zusammenhang zwischen maftheoretischer
und topologischer Entropie.

Satz 2.2.4.[Bowen]

(1) 1 € My (X, ) wnd 4(@) = L = K(TG) 2 hy (1)
(2) h(T, X) = sup{h,(T) | p € Min, (X, T)}
(3) 11 € Mapy(X,T) = h(T, G, (X,T)) = h(T)



Es ist darauf hinzuweisen, da§ Bowen in [BO] X als einen kompakten metri-
schen Raum und 7' als stetig voraussetzt. Die Beweise lassen sich jedoch auf
die hier vorausgesetzte Situation einer stiickweise stetigen Abbildung einer
kompakten Teilmenge des RP iibertragen.

2.3. Dimension

X sei wieder ein kompakter metrischer Raum. Die hier zu definierenden
"fractalen” Dimensionsbegriffe dienen dazu, Teilmengen von X (nach ihrer
7Grofe”) und MaBle aus M (X) (entsprechent der Dimension der Mengen auf
die sie konzentriert sind) quantitativ zu unterscheiden. Insbesondere differen-

zieren die Dimensions-Groflien Mengen von Lebesgue Maf$ null bzw. singulére
Mafe.

Definition 2.3.1.: Hausdorff Dimension

mx(G) = im inf{>" (diamU)* | T eine Uberdeckung von G, diamI’ < €}

vel’

fir G C X. my(G) wird als A-dimensionales Hausdorff Mafi von G bezeich-
net.

Die Hausdorff Dimension von G, dimpG, sei die eindeutig bestimmte Zahl
) € Ry, fiir die gilt:

mx(G) =0 fir X>X
mx(G) =00 fir A< A

Die Hausdorff Dimension eines Mafles  aus M (X ) definiert man folgender-
maflen:
dimgp = inf{dimyG | G C X mit u(G) =1}

Definition 2.3.2.: Box-Counting Dimension (Kapazitéit)

N(G) sei die kleinste Anzahl von e—Kugeln, die gebraucht werden, um G zu
iberdecken.

log N.(G)
log e

log N.(G)

dimpG :=lim,_,, — 1
og €

dszG = mg_,o —

11



ist die obere bzw. untere Box-Counting Dimension von G. Falls der Grenzwert
existiert, so spricht man von der Box-Counting Dimension oder Kapazitit,
dimpG, der Menge G. Fiir Mafle p aus M (X) setzt man:

dimpp = i in f{@imsG | p(G) > 1~ p}

Falls dimppu = dimpgp gilt, ist der Wert die Box-Counting Dimension, dimppu,
des Mafles.
Definition 2.3.3.: Rényi Dimension

Zu p € M(X) und einer endlichen meibaren Partition I' von X definieren
wir H,(I") wie in 2.2. und setzen dariiber hinaus:

h,(e) = inf{H,(I') | I' endliche meBbare Partition mit diam(I") < e}

h h
hu(e) dimpp = lim,__,, — A
log e log e

dimpp = lim,__,y —

ist die obere bzw. untere Rényi Dimension (manchmal auch Informationsdi-
mension genannt) des MaBles p. Falls dimgrp = dimpp gilt, wird der Wert
als Rényi Dimension, dimpgu, bezeichnet.

Der Wert der drei definierten Dimensionen kann sich im allgemeinen un-
terscheiden. Es gelten jedoch die im folgendem Lemma zusammengestellten
Ungleichungen.

Lemma 2.3.4.

(2) dimpp < dimpp Vp € M(X)

(3) dimyp < dimgu Vpu € M(X)

Zu (1) vgl. [FA,3.17], zu (2) [YO,4.1.] und zu (3) [YO,4.3.].

Wir fiigen an dieser Stelle noch ein Lemma iiber die Hausdorff Dimension
von Projektionen und Podukten der Teilmengen des R™ an.
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Lemma 2.3.5.

(1) Sei pr die orthogonal Projektion auf einen Unterraum des R™. Es gilt:
dimy(pr(U)) < dimyU und  dimg(pr(U)) < dimgU VYU C R®

(2) Falls dimyU = dimpgU fiir U C R™ erfiillt ist, gilt:

dimy(U x V) =dimygU + dimygV VV C R™

(3) dimp(U X [a,b]) = dimpU +1 YU € R*

Zu (1) vgl. [FA,6.1.] und zu (2) [FA,7.4.]. Nach [FA,3.1.] kann fir U C R
N (U) in der Definition der Box-Counting Dimension ersetzt werden durch
die Anzahl achsenparalleler, gerade beriihrender, n-dimensionaler Wiirfel die
U schneiden. Damit erhélt man (3).

Falls U C R" eine offene n-dimensionale Kugel enthélt, so erhélt man:
dimpgU = dimgU =n

Das wohl bekannteste Beispiel einer Menge mit nicht ganzzahliger Dimension
ist die Cantormenge Cj fiir 8 € (0,0.5), die wir hier auf dem Intervall [—1, 1]

definieren:
o

Co={z|z=> s(1-p0)8", s;€{-1,1}}
i=0
Nach [FA,4.5.] gilt:
dimyCs = dimpCs = —log2/log
Sei X nun eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Wir stellen hier
einen lokalen Zugang zur Dimension eines p aus M (X) vor.

Definition 2.3.6.: Lokale Dimension

log(u(Be(z)))
log €

log(p(Be(z)))

d(z, p) = lim,_4 log ¢

d(SU, :LL) = m6*>0

ist die obere bzw. untere lokale Dimension des Mafes 1 aus M (X ) im Punkte
x € X. Falls der Grenzwert existiert, spricht man von der lokalen Dimension

d(z, p).

Folgender Satz, der als Frostman’s Lemma bekannt ist, beschreibt den Zu-
sammhang zwischen lokaler und Hausdorff Dimension des MafBles .
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Satz 2.3.7.

(1) d(z,p) < cfiir p-fast allex € X = dimpgpu <c
(2) d(x, ) > c fur p-fast alle x € X = dimgp > ¢

In der Literatur findet sich Frostmans’s Lemma in verschiedenen Versionen,
die hier angegebene Variante ist [PU,1] entnommen.

Insbesondere ergibt sich aus 2.3.7, daf, falls die untere lokale Dimension fast
iiberall konstant ist, folgt, dafl die Hausdorff Dimension gleich der Konstan-
ten ist. Young beweist in [YO,4.3.] eine Analogie zu 2.3.7.(2) fiir die Rénje
Dimension:

Satz 2.3.8.[Young]

d(x,pn) > ¢ fir p-fast alle x € X = dimpu > ¢

Insgesammt erhélt Young in [YO,4.4.] folgendes Theorem:

Satz 2.3.9.[Young]

d(x,pn) = d(x,pn) = c fur p-fast alle x € X

= dimgp = dimgp = dimpgp =: dimpu

Nach [AY,S.15/16] sind die Vorausetzungen von 2.3.9. fiir absolut stetige
Mafle auf kompakten Gebieten im RP erfiillt, wobei die lokale Dimension
gerade p ist. Wir erhalten also:

Satz 2.3.10.

Sei K ein kompaktes Gebiet im RP.
Ist p € M(K) absolut stetig so gilt dimu = p.

2.4. Das Variationsprinzip der Hausdorff Dimension

Die Darstellung hier ist angelehnt an die Arbeit von Gatzouras und Peres
|[GP] zum vorliegenden Thema.

X sei ein kompakter metrischer Raum, 7" eine Borel-me3bare von X in sich
und K eine kompakte T-invariante Teilmenge von X (d.h. T(K) C K).

14



Definition 2.4.1.

Folgende Aussage wird als Variationsprinzip der Hausdorff Dimension fiir
(X,T,K) bezeichnet:

dimpg K = max{dimgp | p € Mepo(X,T) mit p(K) = 1}.

Ein Maf§ pu, fiir das das Maximum angenommen wird, heif3t ergodisches Maf3
voller Hausdorff Dimension auf K.

Zu dieser Definition ist anzumerken, dafl fiir die Giiltigkeit des Variations-
prinzips die Existenz des Maximums verlangt wird. Falls das Variationsprin-
zip in dieser Form nicht erfiillt ist, stellt sich also immer noch die Frage, ob
sich dim gy K wenigstens durch die Dimension ergodischer Mafle auf K appro-
ximieren lasst.

Das Variationsprinzip ist von Interesse, da ein enger quantitativer Zusam-
menhang zwischen einem geometrischen Aspekt (invarianten Mengen und
ihrer Dimension) und einem maftheoretischen Aspekt (ergodischen Mafen
und ihrer Dimension) von dynamischen Systemen behauptet wird. Die Frage,
unter welchen Bedingungen das Variationsprinzip der Hausdorff Dimension
fir (X,T,K) Giiltigkeit besitzt, ist jedoch bis heute weitgehend offen. Nur in
einigen Spezialfiallen wurden Resultate erzielt, die hier beschrieben werden
sollen.

Satz 2.4.2.

Sei X eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit und 7' € C*(X) kon-
form (d.h. D, T = |D,T|S fiir eine feste Isometrie & und |D,T| ein von x
abhéngiges Skalar).

Falls T" auf der kompakten T-invarianten Teilmenge K von X expandierend
ist, gilt das Variationsprinzip der Hausdorff Dimension fiir (X, 7T, K).

Der Beweis kann mit Hilfe des Variationsprinzips fiir den topologischen Druck
gefiithrt werden. Man setzt ¢(z) = —log|D,T| und wahlt X so, dal der to-
pologische Druck P(A¢, Tjx) Null wird. Aus der Definition des topologischen
Drucks lasst sich ableiten, dal dimy K < A. Aus dem Variationsprinzip fiir
den topologischen Druck erhélt man die Existenz eines p € M., (K,T) mit
A= h,(T)/ [log|D,T|dyu. Fiir konform expandierendes T gilt aber die For-
mel dimyp = h,(T)/ [log|D,T|du, so dal A = dimgp. (vgl. [GP,2])
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Zum Beispiel folgt aus 2.4.2., daf8 alle kompakten Teilmengen von S!, die
invariant unter der Rotation bx mod 1 mit b > 1 sind, ergodische Mafle mit
voller Hausdorff Dimension tragen.

Fiir den p-dimensionalen Torus liegt auch ein Resultat fiir nicht konforme
Abbildungen vor:

Satz 2.4.3.[Kenyon und Peres]

Sei T die durch die Matrix diag{m, ..., m,} mit m; € N induzierte Abbil-
dung des p dimensionalen Torus, dann ist das Variationsprinzip der Hausdorff
Dimension fiir alle kompakten T-invarianten Teilmengen des Torus erfiillt.

Dies ist ein Resultat aus [KP], dafl eine Verallgemeinerung eines Ergebnis-
ses darstellt, das von McMullen (vgl. [MC]) und Bedford (vgl. [BE]) un-
abhéngig voneinander erzielt wurde. McMullen und Bedford betrachten kom-
pakte selbst-affine Mengen (sogenannte ”McMullen-Bedfort Carpets”) des
folgenden Typs:

K :={R((s))|(sr) € DN°} wobei R((sy)) = i diag{n~", m}s;

und D CA{l,....,n—1} x{l,...,m—1}

Nachstehendes Bild veranschaulicht die rekursive Konstruktion von K fiir
D= {(07 0)? (17 1)7 (07 2)}

K, aufgefasst als Teilmenge des zweidimensionalen Torus, ist invariant unter
der durch diag{n,m} induzierten Abbildung 7. Nach McMullen und Bed-
ford existiert ein T-ergodisches Maf voller Dimension auf K. Man konstruiert
dieses Maf}, indem man 7T-ergodische Mafle als Bilder von Shift-ergodischen
MaBes auf DN unter R* darstellt und ihre Dimension mit Hilfe der Formel
von Ledrappier und Young maximiert. Das Maximum wird fiir das Bild eines
Bernoulli Mafles angenommen, und man erhélt eine explizite Formel fiir die
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Hausdorff Dimension von K (vgl. [KP,3]). Kenjon und Peres verallgemeinern
dies, indem sie die Existenz eines ergodischen Mafles voller Hausdorff Di-
mension fiir entsprechend definierte héher dimensionale ” McMullen-Bedford
Carpets” zeigen und beliebige kompakte T-invariante Mengen mittels 7-
invarianter ” Carpets” approximieren (vgl. [KP,4]).

Gatzouras und Lalley verallgemeinern in [GL] das Resultat von McMullen
und Bedford in eine andere Richtung. Sie betrachten selbst-affine ” Carpets”
K folgenden Typs:

Es seien Zahlen 0 < a;; < b; < 1 und 0 < ¢;5,d; < 1 fiir j =1...n; und
i = 1...m so gewahlt, daB die Quader Q;; = (cij, cij + a;j) % (d;, d; + b;)
paarweise disjunkte Teilmengen von (0,1)? sind. Die @Q;; sind in Reihen an-
geordnet und haben jeweils grossere Hohe als Breite.

T;; sei fur (i,j) € D :=={(4,5)]j = 1...n, und ¢ = 1...m} die affine Kon-
traktion die (0,1)? auf Q;; abbildet. Nach dem Satz von Hutchinson aus [HU]
existiert eine eindeutig bestimmte kompakte Menge K, die

K= U TyK)

(i,7)€D

erfullt.

Satz 2.4.4.[Gatzouras und Lalley]

Seien D, Q);;, T;; und K wie oben definiert und T eine beliebige (mefibare) Ab-
bildung mit Tjg,, = (TiJ'\Qij)_l V(i,j) € D, dann existiert ein T-ergodisches
Maf} voller Hausdorff Dimension auf K. Das Maf} ldsst sich als Bild eines
Bernoulli Mafies auf DN darstellen.

Zum Abschlufl sei noch ein Resultat, das in [GP] enthalten ist, erwéhnt.
Gatzouras und Peres betachten Produkte von konformen Abbildungen und
invariante Mengen K, auf denen diese expandierend sind. Erfiillt der Subshift,
der K korrospondiert, eine Spezifikationsbedingung, so erhalten Gatzouras
und Peres eine Folge von ergodischen Maflen, deren Hausdorff Dimension die
Hausdorff Dimension von K approximiert.
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3. Die Fat Baker’s Transformation

In diesem Abschnitt wird die Fat Baker’s Transformation eingefiihrt, die we-
sentliches Untersuchungsobjekt dieser Arbeit ist. Es wird ein Zusammenhang
zur Dynamik eines Vollshifts auf zwei Symbolen bestimmt, der insbesondere
erlaubt, invariante und ergodische Mafle als Bilder von Shift-invarianten bzw.
ergodischen Maflen darzustellen. Wir zeigen, das die mafitheoretische Entro-
pie der Bilder von Bernoulli Maflen gleich der Entropie der entsprechenden
Bernoulli Mafe ist und daf, das Bild des gleichgewichteten Bernoulli Mafles
das eindeutig bestimmte invariante Maf fiir die Fat Baker’s Transformation
ist, daf} die maBtheoretische Entropie mit log2 maximiert. Dariiber hinaus
wird in diesem Abschnitt gezeigt, dafl sich die unstabile Dimension (d.h. die
Hausdorff Dimension von bedingten Mafien auf einer unstabilen Partition)
beliebiger ergodicher Mafle mittels der mafitheoretischen Entropie abschéatzen
lésst.

3.1. Die Baker’s Transformation und ihr Attraktor

Unter einer Baker’s Transformation ist folgende Abbildung zu verstehen:

Is: RxIr—RxI

B+ (1=p),2y—1) fir y>0
fﬁ(I’y)_{(ﬁx—(l—ﬁ),Zy—i—l) Fiir y <0

wobei € (0,1) und I:=[-1,1]

Fir 8 < 0.5 spricht man von einer Skinny Baker’s Transformation, fiir
£ = 0.5 handelt es sich um die Klassische Baker’s Transformation, und
fiir B > 0.5 bezeichnet man die Abbildung als Fat Baker’s Transformation.
Diese Terminologie geht auf Alexander und Yorke’s Arbeit [AY] zuriick und
soll hier {ibernommen werden.

Offensichtlich ist fz stiickweise linear mit der z-Achse als Singularitét

Folgendes Lemma zeigt, dafl das Qudrat @ := I x I (vorwérts) invariant
unter fz ist und eine global anziehende Menge darstellt.
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Lemma 3.1.1.

(1) f5(Q) €@
(2) limp o0 d(Q, f5(z,y)) =0 V(z,y) e R x [

Beweis:

(Hzxel=Px+(1-0)e[1-28,1] C Tund pz+(1-p) € [-1,—-1+25] C I
Damit folgt die Behauptung.

(2) Sei (z,y) e R x I. Wir zeigen induktiv, daf}:

n—1 n—1
Bl =Y (1=B)B <prxfilz,y) < Bz + > (1-B)5
=0 1=0

wobei pry die Projektion auf die z-Achse bezeichnet.

Anfang (n=1): pz — (1 = 8) < prx fs(z,y) < fz+ (1 — 3) gilt.
Schritt (n — n + 1):

n

B =3 (1= BB <M Bprfi(e,y) — (1= B) < pracfiti(a,y)

=0

n

pTXf,gH(I,?J) < Bprx fg(%y) +(1-5) <IA gty 4 Z(l - B)5

=0

Mit der geometrischen Reihe folgt lim,, ,ood(prx f§(z,y),I) = 0 und damit
die Behauptung.

O

Im weiteren wird die Einschrénkung von fz auf @) betrachtet, die auch als
Baker’s Transformation und mit dem Symbol fz bezeichnet wird.
Geometrisch betrachtet zerteilt fz das Qudrat () lings der Singularitit S :=
I x {0}. Beide Hélften werden vertikal (linear) mit Faktor zwei auf die volle
Héhe von () expandiert und horizontal mit Faktor § (linear) kontrahiert,
wobei das Bild der oberen Hélfte (); an den rechten Rand und das Bild der
unteren Halfte ()2 an den linken Rand von ) verschoben wird.

Im Fall 8 < 0.5 besteht f3((Q)) aus zwei disjunkten, vertikalen Streifen f5(Q1)
und f3(Q)2) der Breite 23 am rechten bzw. linken Rand von Q). f5 ist in diesem
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Fall auf @ injektiv.

Induktiv folgt, dal f5(Q) aus 2" vertikalen Streifen der Breite 25" besteht,
die sich jeweils am rechten und linken Rand der 28"~ ! Streifen, aus denen
f}}_l(Q) besteht, befinden.

Im Fall 8 > 0.5 iiberschneiden sich die Streifen fz(Q1) und f3(Q2) in der
Menge [1—25, —1+28] x I (bzw. im Grenzfall § = 1/2 in der Menge {0} x I).
f5 ist somit in diesem Fall auf @) nicht injektiv, jedoch (bis auf die Teilmenge
[—1,1 —208) x {1} des Randes von Q) surjektiv.

Wir betrachten nun den Attraktor Ag der Baker’s Transformation:

As = f3(Q)

n>0

Satz 3.1.2.

(1) Fiir 8 < 0.5 gilt Ag = C x I und dimp phg =1 — 125,
(2) Fiir 8> 0.5 gilt Ag = Q und dimp/pAs = 2.

Beweis:

(1) Aus obiger geometrischer Darstellungn der Struktur von f5(Q) im Fall
B < 0.5 sieht man, dafl der Attraktor das Produkt der Cantormenge Clj
in I mit dem Intervall I ist. Die Dimensionsformel fiir Hausdorff und Box-
Counting Dimension folgt mit 2.3.5. (2) und (3).
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(2) Wieder sieht man aus obigen geometrischen Uberlegungen, daf der At-
traktor im Fall 8 > 0.5 das ganze Quadrat () ist, dessen Hausdsorff und
Box-Counting Dimension mit der topologischen Dimension iibereinstimmt.

O

In dieser Arbeit wird der Fall g > 0.5, also die Fat Baker’s Transformation,
untersucht. Statt fz schreiben wir im folgenden oftmals kurz f, wobei 8 > 0.5
als beliebig, aber fest gewéhlt, vorausgestzt sein soll. Es bleibt anzumerken,
daf sich sémtliche Konstruktionen und Beweise in diesem dritten Abschnitt
weitgehend analog fiir den Fall § < 0.5 durchthren lassen. In Abschnitt 4
wird sich jedoch zeigen, dafl ergodische Mafle im Hinblick auf auf das Varia-
tionsprinzip der Hausdorff Dimension fiir bestimmte 5 > 0.5 interessantere
Eigenschaften aufweisen.

3.2. Zusammenhang zur Shift-Dynamik

¥ bezeichne den vollen Shiftraum zur Menge {—1,1}, also ¥ = {—1,1}2.
Versehen mit der iiblichen Metrik

[e.9]

d((sk), (s)) = > Mg*lkl

k=—oc0 2

wird ¥ ein kompakter metrischer Raum. ¥ bezeichne den positiven und X~
den negativen Halbshiftraum, d.h. ¥* = {—1,1}No und ¥~ = {-1,1}%".

o sei der Rechts-Shift auf ¥ ( bzw. auf ¥7) : o((sx)) = (Sk_1)-

Betrachte folgende Abbildung:

T X1 mit 7 ((s) =D 527"
k=1

Aus der Analysis ist bekannt, daf§ 7= surjektiv und stetig ist. Es handelt
sich ndmlich um die, der signierten dyadischen Entwicklung zugehorige Ab-
bildung von ¥~ (interpretiert als Ziffern der Entwicklung) nach /. Die Ent-
wickung einer Zahl aus I, also die Umkehrung von 7~ ist nicht eindeutig fiir
STi={ELneNy k=-2"+1,...,2" -1} C .

Bekanntermaflen ist es jedoch moglich 7~ einzuschranken.

Sei D™ = {(s)) € X7 |Fko € Z= Vk < ko : s, = 1}\{(1)}, ¥~ =X"\D~ und
7~ die Einschrinkung von 7~ auf ¥~. 7~ ist eine Bijektion von ¥~ nach I.
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Die Umkehrfunktion bezeichnen wir mit ¢. ¢ ist stetig auf 1\S™.

Wir betrachten nun die, der -adischen Entwicklung zugehorige, Abbildung
firl>pg>1/2:

atr YT e— T mit 7 ((sp)) = i sk(1 — B)ﬂk
k=0

Fiir 8 = 1/2 entspricht 7% genau 7~, wenn man %% durch ¥~ ersetezt. Der
Vollstéandigkeit halber beweisen wir folgendes einfache Lemma:
Lemma 3.2.1.

7" ist wohldefiniert, stetig und surjektiv.

Beweis:

(1) w7 ist wohldefiniert: | 37_, sx(1 — B)8%| < (1 — B) X B*

Mit der geometrischen Reihe sieht mann also, dafl der Grenzwert nach
dem Majorantenkriterium fiir belibiges s, € X1 existiert, und es folgt
7t ((sx)) € I.

(2) 7+ ist stetig:  d((sk), (s),)) < gt => Sk = 8 fir k=0,...,n=
7 ((s) = 7 ()] = | 2 a (56— sp) (1= B)BY < 2(1 = B) 32,4 B* =

28" — 0 fir n — oo

(3) mT ist surjektiv:  Sei x € I beliebig gewihlt.
Wir konstruieren induktiv eine Folge (s) € X1 mit:

x € I(sg,...,sn) VN > 0 wobei

N

[(SO, .. .,SN) = [XN - ﬁN_H,XN +BN+1] und XN = ZSk(l — 6)6k
k=0
Anfang (N =0): I(—1)UI(1) =[-1,—1+28]U[l—28,1] = [-1,1]

o 1 zel(l)
o= La10)

:>ZL’€I(80)
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Schritt (N - N+1): x € I(so,...,SN)
I(s0,...,88,—1)UI(80,...,8n,+1) = [Xn — BNTL, Xy — VL 428N +2 U
[XN +/BN+1 - 26N+27XN + 6N+1] = ](807 .. 'aSN)

1 z€l(sg,...,Sn,1)
sn+1 =1 =z € I(s0,...,5n+1)
-1 x¢&I(sp,...,5n,1)

Mit dem Einschniirungssatz folgt 7% ((sx)) = .
O

Aus den Komponenten 7+ und 7~ 148t sich eine Abbildung definieren, die
Shift und Fat Baker’s Transformation auf einer invarianten Teilmenge von ¥
konjugiert:

T Y—Q mit 7((sx)) = (ki sk(1 — 5)5k7§ s_k27F)

Sei D = {(sx) € B|3ko € Z Vk < ko : s, = 1}\{(1)}, £ = X\D und 7 die
Einschrankung von 7 auf ¥. Offensichtlich sind D und ¥ invariant unter o
und o~ 1.

Satz 3.2.2.

(1) 7 ist wohldefiniert, stetig und surjektiv.

(2) moo((sk) =fom((sk) V(sk)€X

Beweis:

(1) folgt mit der Wohldefiniertheit, Stetigkeit und Surjektivitit von 7+ und
.
(2) Sei (sx) € X, Es gilt (s)pez- # (..., 1,1, —1) und somit:

Zs,kZ’k >0 s 1=1

k=1
for((se)) = F sl = B 354274 =
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={ (CRZo(1 = B)BM tsp + (L= B), 232y s—x27 ¥ — 1) fiir s_y = +1
(2, (1=B) s, — (1= B), 52, s 127 ¥+ 1) fiir sy = —1

= (l;i(l — B)B sp—1 + (1= B)s_a, ki S_p-127" — 5_1)
= (0= sk 35012 = n((s61) = mo ()

O

Da 7 offenbar nicht injektiv ist, liegt hier keine eindeutige symbolische Co-
dierung vor. Nach der Terminologie in [DGS,3.10.] bezeichnet man (Q, f) als
Faktor von (3, 0). (X, 0) kann nicht als ”genaue” symbolische Beschreibung
der Dynamik der Fat Baker’s Transformation betrachtet werden, trotzdem
148t sich folgendes Korollar iiber die Dynamik ableiten:

Korollar 3.2.3.

(1) Die Fat Baker’s Transformation besitzt periodische Orbits beliebiger Pe-
riode in Q).

(2) Die Menge der periodischen Orbits der Fat Baker’s Transformation in
liegt dicht in Q.

(3) Es existieren Trajektorien der Fat Baker’s Transformation, die dicht in
Q@ liegen.

Beweis:

(1) Es existieren periodische Orbits beliebiger Periode fiir den Shift in 3.
Bilder von Punkten dieser Orbits unter 7 sind paarweise verschieden, da ins-
besondere die y-Komponente paarweise verschieden ist. Mit 3.2.2.(2) ist das
Bild eines dieser Orbits ein periodisches Orbit der Fat Backers Transforma-
tion. Damit folgt die Behauptung.

(2) Die Menge der Shift-periodischen Orbits in ¥ liegt dicht in . Das Bild
dieser Menge unter 7 besteht nach 3.3.2.(2) aus periodischen Orbits der Fat
Baker’s Transformation und liegt mit der Stetigkeit und Surjektivitd von 7
nach 3.2.2.(1) dicht in Q.
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(3) Es gibt Punkte aus ¥ deren Shift-Trajektorien dicht in ¥ liegen. Bilder
dieser Trakektorien unter 7 bilden nach 3.2.2.(2) Trajektorien der Fat Backers
Transformation. Mit der Stetigkeit und Surjektivitdt von 7 aus 3.2.2.(1) lie-
gen diese dicht in Q.

3.3. Invariante Mafle und Entropie

Mit Hilfe der im letzten Abschnitt definierten Abbildung 7 lassen sich inva-
riante bzw. ergodische Mafle unter der Fat Baker’s Transformation als Bil-
der von Shift-invarianten bzw. Shift-ergodischen Maflen darstellen. Definiere
hierzu:

7 M(S) — M(Q) durch 7°b(B) = b(x'B) VB € B(Q)

Mit 2.1.1. und 3.2.2. ist die Abbildung 7* surjektiv,stetig und affin.

Satz 3.3.1.

Die Einschriankung von 7* auf M;,, (X, o) ist surjektiv nach M;,, (@, f) und
erhoht die mafitheoretische Entropie nicht. Weiterhin ist die Einschrénkung
von 7 auf M., (X, 0) surjektiv nach M.,,(Q, f). Formal ausgedriickt gilt
also:

(1a) b € My (3, 0) = 7°b € M, (Q, f
(1b) b€ M.yy(E,0) = mb € M y(Q, f
(2&) VLL S va(Q f) Jb € va( ) )
(28) 5 € M@, ) 20 € Mal(5,

Beweis:

(1a) Sei b € M;,,(X, 0). Da 7 Shift und Fat Baker’s Transformation nur auf
der invarianten Menge ¥ = ¥\ D konjugiert, zeigen wir zunichst b(D) = 0
und damit dann die Invarianz von 7*b.

D =Uez Dy wobei Dy:={(sp) €eX | si=—-1Asp=1Vk <}
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Es gilt o7 %(D;) N~ (D) = 0 fiir k # j und alle 1 aus Z. Damit folgt:

126 0H(D0) = 3o (D) = WD) = B(D) =0 = B(D) =0

mb(f71B) =b(n fTIB) = b((n ' fTIB)\D) = b((c"'7 ' B)\D) =
b(c'7'B) =b(n"'B) = m*b(B) VB € B(Q) = m*bist f-invariant

(1b) Sei b nun o—ergodisch

[B=B =0 (B\D) = f {(B)\D = (B\D
= b(r~Y(B)\D) € {0,1} = 7*b(B) = b(=~'B) € {0,1}
Zusammen mit (1a) folgt also, dal 7*b f-ergodisch ist.

(2a) Sei p € Miny(Q, f). Da 7m* surjektiv ist existiert ein b aus M () mit
7*b = . Wie in (1) zeigen wir zunéichst b(D) = 0 (%).
Mit der Terminologie aus 3.1. und 3.2. erhalten wir:

7(D)=1xS"U[-1,1) x {1}

Wir zeigen mit Hilfe der Invarianz von p, dafl das Mafl beider Mengen der
Vereinigung Null ist.

I xS = Gf‘k(S) wobei fF(S)Nf(S) =0 fiir k#j
k=0

[e.e]

M % 57) = 3 H(S) = S p(S) = (S) =02 I x 57) =
~1,1) x {1} € f (1267 1) x {1}) =

P11 % {11 < ([t — 287, 1) x (1) — 0 fiir 1 —» o0

= u([=1,1) x {1}) = 0.

Insgesamt gilt also b(r—(7D)) = p(r(D)) = 0 und somit b(D) = 0.

Da b nicht notwendig o-invariant ist, konstruieren wir aus b ein b mit den
gewiinschten Eigenschaften. Setze hierzu:

Z oo e M(X)

=0
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Es gilt:
" 1

bu(77'B) = i ;B (c7in 'B) = S ;B( 7' f7'B)
= gu(f‘iB) = u(B) VB e B(Q)

M(Y) ist kompakt in der schwach*-Topologie, so daf§ ein Haufungspunkt
b € M(3X) von b, beziiglich diser Topologie existiert.
Es gilt:

b(r~'B) = klim bo, (77'B) = u(B) VB € B(Q) = m*b=p

Es verbleibt noch zu zeigen, dafl b tatsidchlich o-invariant ist.

Sei B € B(X) beliebig

[b(B) =b(0~'B)| < |b(B)=bu(B)|+|b(0™" B)=bu(07" B)|+[bu(0' B)=bu(B)|
= [b(B) = bu(B)| + [b(o ' B) = bu(0 "' B)| + ;5 [b(B) — b(o~ "V B)|

Fiir eine Teilfolge ny geht dieser Ausdruck gegen Null, so daf b(B) = b(oc ' B)
gilt. b ist somit o-invariant.

(2b) Sei p nun f-ergodisch und b € M;,,(3,0) mit (2a) so gewihlt, dafl
™b=p

Wir nutzen hier die Ergodenzerlegung eines invarianten Mafles. Nach [PO,1.4]
existiert zu b ein W-MaB my, auf M;,,, (X, o) mit my(M.,4(X,0)) = 1 so daB:

b(B) = / bery(B)dm, VB € B(X)
Merg(X,0)
Hieraus erhalten wir:
u(B) = 7°b(B) = /M sy ™ lero B)dmy VB € B(Q)

(m*)*my, definiert ein W-Maf auf M, (Q, f) mit (7)) my (7% (Merg(3,0))) =1
und die obige Gleichung geht iiber in:

w(B) = Hergd(T)*my, VB € B(Q)

/Tr*(Mm,(E,a))

Da die Ergodenzerlegung des ergodischen Mafles u aber eindeutig durch das
MaSB selber gegeben ist (d.h. das MaB auf M.,,(Q, f) ist eindeutig als Dirac
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MaB zu p bestimmt), folgt hieraus p € 7M., (X, 0).

(3) Die Behauptung folgt mit Lemma 2.2.2.
O

Im weiteren wird in diesem Abschnitt die Entropie der Bilder der Bernoulli
MafBle unter 7* bestimmt. Hierzu einige Vorbemerkungen:

Fiir p € [0, 1] bezeichne b, das Bernoulli Ma8l aus M.,,(2, o) mit den Gewich-
ten p, (1 —p), d.h. b, ist das Produktmaf auf 3 des Mafies auf {—1, 1}, da8
1 die Wahrscheinlichkeit p und —1 die Wahrscheinlichkeit (1 — p) zuordnet.
Die analog definierten Bernoulli Mafle auf ¥ und ¥~ bezeichnen wir auch
mit b,

Mit der signierten dyadischen Enticklung ¢ lassen sich Bernoulli Mafle b, auch
auf dem Intervall I definieren:  b,(B) := b,(«(B)) fiir B € B(I).
Angemerkt sei hier, da88 by 5 das normierte Lebesgue MaB ¢ auf I ist.

Die Mafle Ep sind ergodich beziiglich der Transformation ¢ von I die dem
Shift der Ziffern der Entwicklung entspricht. Wie in 3.2.2.(2) sieht man, daf

diese Abbildung durch
oy 2y+1 fury=>0
"W =% 9y 1 Fiiry <0

gegeben ist.

Die maftheoretische Entropie der Bernoulli Mafe b, und b, ist durch
—(plogp+ (1 —p)log(1 — p)) bestimmt.

Zu diesen Ausfithrungen vgl. [DGS,8.13,12.4.].

Wir definieren nun:

fip == by
Nach 3.3.1.(1) ist p, ergodisch in Bezug auf die Fat Baker’s Transformation.
Falls, wie etwa in Abschnitt 4, die Abhéngigkeit vom Parameter der Fat
Baker’s Transformation 3 eine Rolle spielt, wird zusétzlich durch g indiziert:

HBp = ngp € Mer‘g(Qa f3)

Lemma 3.3.2.
P, (f) = ha, (o) = —(plogp + (1 — p)log(1 — p))
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Beweis:

Mit Satz 3.3.1.(3) folgt sofort h,, (f) < hy,(0), es verbleibt also nur noch
h,,(f) = hy,(0) zu zeigen. Hierzu projiziert man das System (@, f, i1,) auf
die y-Achse.

pry, die Projektion von @) auf die y-Achse, ist stetig und surjektiv auf I und
offensichtlich gilt: pry o f = & o pry. Wir zeigen:

Pry fp :B
1><B)) bp(57 x (77)71B) = b,((77) ™' B)

b,(B) VB € B(I)
Z:—l/\Sk—l Vk<—’l})—0

pT;Mp((B) = N;D(] X B) bp( -

CID\-//-\

Mit Lemma 2.2.2. folgt h,, (f) > h, (), was den Beweis vervollstéindigt.

Korollar 3.3.3.

o5 ist das eindeutig bestimmte Mafl aus M;,,(Q, f), daB die Entropie mit
log 2 maximiert.

Beweis:

Nach 3.3.2. gilt hy,,(f) = log2. Sei nun p € M;,,(Q, f) und p # pos.

Nach 3.3.1.(2) existiert ein b € M;,, (X, o) mit 7*b = u, wobei b # by 5.

Da bys das eindeutig bestimmte Mafl in M;,,(X, o) ist, das die Entropie
mit log 2 maximiert (vgl. [WA,8.9.]), gilt hy(0) < log2 und so mit 3.3.1.(3)
h,(f) < log2.

O

Die MaBe 1, bzw. p15, werden in Abschnitt 4 néher betrachtet.

3.4. Unstabile Dimension

Setze W"(x) = {z} x I fir x € I. Die W*(z) werden wir als unstabile Fa-
sern bezeichnen. Diese Terminologie wird durch nachstehendes Lemma na-
hegelegt, das die Wirkung der Fat Baker’s Transformation auf die Fasern
beschreibt.
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Lemma 3.4.1.

Seit Hf =1x1[0,1], H- =1 x[-1,0) und = € I sowie U C Q.
(1) Falls U nW*(x) € H' oder UNW*(z) C H™ gilt:
fFUNWY(z)) C W¥(x') fiir ein ° € I und

diam(f(U N W"(z))) = 2diam(U N W"(x))

(2) Falls UNW¥(xz)NHY 4 0 und UNW"(x) N H™ # 0 gilt:
diam(W"(x) N U) < e = diam(f(UNW"(x))) > 2 — 4e

Beweis:

(1) UnW¥(z) ={z} x J mit J C[0,1] oder J C [-1,0) =

FUNWz)) ={pz+ (1 —B)} x hi(J) falls J C [0, 1]

JUNW(x)) ={Bz — (1 - )} x ha(J) falls J C [-1,0)

wobei hy(y) = 2y — 1 und ho(y) = 2y + 1. Da sowohl h; als auch hy J mit
Faktor 2 linear expandieren, folgt auch die zweite Aussage von (1).

(2) Unter den Voraussetzungen von (2) gilt:

diam(W"(x)NU) < e= W*(x)NU C {z} X [—¢, €], wobei der Schnitt von
W*(z) N U mit [—¢,0) und mit [0, €] nicht leer ist =

FUNW2)) C{Bx+(1—8)} x [-1, -1+ 2 U{Bz — (1= B)} x [1 — 2¢, 1]
Da der Schnitt von f(U N W*(z)) mit beiden Mengen dieser Vereinigung
nicht leer ist, folgt die Behauptung.

Mit Hilfe dieses Lemmas wird eine Dimensionsabschétzung bewiesen:

Satz 3.4.2.
Fiir alle G C @ und x € I gilt:

WG, f)
log 2

Beweis:
Seien G C Q und z € I fest gewihlt und Y eine endliche, offene Uberdeckung

von () mit diamY < 1\3.
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Zur Abkiirzung setze h = hy(G, f) und n(U) = ny(U). Aus der Definition
der topologischen Entropie in 2.2.3. ergibt sich:
Ve, a > 0 existiert eine Uberdeckung I' von G, so dafi:

Dy(T,h+e€)=> exp(—n(U)(h +¢)) < (1)
Wir zeigen:
diam (" (U NW*(x))) > 2"Ddiam(U N W"(x)) (2)

1. Fall: Fiir n(U) = 0 ist die Aussage trivial.

2. Fall: n(U) =1

Falls die Voraussetzungen von 3.4.1.(a) erfiillt sind, folgt die Aussage sofort.
Seien also die Voraussetzungen 3.4.1.(b) efiillt: Da U N W*(x) in einem Ele-
ment von T enthalten ist, gilt: diam(U N W*(z)) < 1\3

= diam(f(UNW*(x))) > 2 —4\3 = 2\3 > 2diam(U N W"(x))

3.Fall: n(U) > 1

Wir zeigen hier zunéchst durch Widerspruch:

(*) Vi€ {0,...,n(U) =2} (f(UNW*(z)) CH" vV f{UNW"(z)) C H")
Sei ¢ die kleinste Zahl mit f<(UNW"(x))NH™ £ 0 A fA(UNWY(z))NH™ # ()
Falls (*) nicht erfiillt ist, gilt 0 < ¢ <n(U) — 2

Nach der Definition von n(U) ist f¢(U N W*(x)) in einem Element von Y
enthalten, und daher ist diam(f(U N W*(z))) < 1\3.

Mit 3.4.1. folgt diam(f<TH(UNW¥(x))) > 2\3, und somit ist fTH(UNW*(x))
in keinem Element von T enthalten. Da ¢+ 1 < n(U) — 1 ist, steht dies im
Widerspruch zur Definition von n(U).

Aus (*) folgt durch wiederholte Anwendung von 3.4.1.(a):

diam ("YU N W(z))) = 2" diam(U N W*(x)) und
frO-1 (U NWH(z)) C W(z') fiir ein 2° € 1.

Da fMU=Y4U N W¥(x)) in einem Element von Y enthalten ist, folgt
diam (" (U N W (z))) > 2" diam(U N W*(x)) wie im Fall 2.

Damit ist die Ungleichung (2) bewiesen.
[ = {UnW"(z)|U € T} ist eine Uberdeckung von G N W"(x)
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Wir erhalten:

S (diamU) 5 = 3" (diam(U 0 W (x))) 5
Uell ver
hte
dmm (fPO(U N W(z))), T dmm hte
2) og2
UZEF 2n(0) ) = Z o U)
= diam(Q)%2 3" exp(—n(U)(h + €)) <) diam(Q)2a
el
) uw hte ; u hF(G7 f)
< < 2\ J)
= dimpy(GNW"(x)) < log 2 Ve > 0= dimy(GNW*(x)) < og 2
: WG, f)
v <
= dimy(GNW*x)) < log 2

O

Der Beweis von 3.4.2. ist die Adaption eines Beweises von Mannig aus [Ma]
fiir Axiom A Diffeomorhismen an die hier vorliegende Situation eines Systems
mit Singularitét.

Im folgenden werden wir den Begriff von bedingten Maflen auf einer mefiba-
ren Partition benétigen, den wir hier allgemein einfiihren.

X sei ein metrischer Raum und p eine, beziiglich B(X), meBbare Partition
von X. Mit p(x) bezeichnen wir das Element von p das = enthlt.

B, (X) sei die sub-o-Algebra von B(X) die aus Vereinigungen von Elementen
aus @ besteht. Ein W-Ma$ p aus M (X)) definiert (durch seine Einschrnkung)
ein W-Ma8 auf (X, B, (X)), da8 wir auch mit p bezeichnen. Es gilt folgender
mafBtheoretischer Satz:

Satz 3.4.3

Zu einem p aus M(X) existieren p-fast berall bedingten W-Maflen p, auf
(p(z), p(x) N B(X)) mit folgender Eigenschaft:

Fiir alle B € B(X) ist die Funktion x — p,(B N p(x)) meBbar beziiglich
B,(X) und es gilt:

n(B) = /B - pz(B N p(x))du
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Die W-Mafle p,, sind bis auf u-Nullmengen durch diese Eigenschft eindeutig
bestimmt.

Dieser Satz und weitere Information zu bedingten Mafien kann in [LY,1.3.]
oder [CFS,A1.4.] nachgelesen werden.

Betrachtet man nun speziell die Partition W* := {W"(x)|z € I} von Q, so
gilt By (Q) = {B x I|B € B(I)} und B(Q) NW*(z) = B(W"(z))
Weiterhin erhédlt man fiir ein g aus M(Q), u(B x I) = priu(B) fir alle
B e B(I).

Nach 3.4.3. existieren damit (bis auf pri p-Nullmengen) eindeutig bestimmte
put e M(W*(z)), so daB:

_ /u’;(B NW(x))d prip VB € B(Q)

Fiir MaBe aus M.,,(Q, f) kann die Hausdorff Dimension der bedingten Mafle
auf den unstabilen Fasern, die man auch als unstabile Dimension bezeichnet,
mittels der maBitheoretischen Entropie abgeschétzt werden:

Satz 3.4.4.

Fir p € M,,,(Q, f) gilt:
hu(f)

dimpp, <

fiir fast alle x € I in Bezug auf pri p.

Beweis:

Unter Verwendung des Birkhoffschen Ergodensatzes 2.1.3. erhélt man fiir
ergodische Mafle u:

HGQ ) =1 = [WGQ. f) W (a))dprig = 1

= 11y (Gu(Q, [)NW*(z)) =1 fir priyp— fa .z €l
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Hiermit und unter Verwendung von 3.4.2. ergibt sich:
dimgpy = inf{dimgW|W C W"(x) A py(W) =1}

h(GH(Qa f)a f)
log 2

Nach Bowen’s Satz (siehe 2.2.4.(3)) gilt aber h(G,(Q, f), ) = hu(f).

< dimy(Gu(Q, f) NW*(z)) <

fur prip— fa.x el

O

Erst in Anschnitt 5.5. werden wir, mit Hilfe von Ergebnissen iiber den Lift der
Fat Baker’s Transformation, aus der Abschitzung der unstabilen Dimension
in 3.4.4. eine Abschitzung der Hausdorff Dimension beliebiger ergodischer
Mafe herleiten.
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4. Unendlich gefaltete Bernoulli Mafle und die
Malfle p3,,

In diesem Abschnitt werden unendlich gefaltete Bernoulli Mafle diskutiert.Es
werden einige Resultate aus der Literatur, insbesondere zur Frage der Sin-
gularitat dieser Mafle, zusammengestellt. Die Relevanz unendlich gefalteter
Bernoulli Mafle fiir die Fat Baker’s Transformation wird durch ein Lemma
deutlich, das zeigt, dal die Mafle pz, ein Produkt aus unendlich gefaltetem
Bernoulli Maf§ und Bernoulli Maf} sind. Im weiteren skzieren wir den Beweis
von Alexander und Yorke aus [AY], der zeigt, dafl 11505 das SRB-Maf} der Fat
Baker’s Transformation ist. Die Analyse unendlich gefalteter Bernoulli Mafle
wird darauthin durch die Definition einer Art Entropie im Stile Garsia’s (nach
[GA1] und [GA2]) fortgesetzt. Eine Abschitzung dieser Entropie von Garsia
wird leicht verallgemeinert. Zum Abschluss wird die Rényi Dimension un-
endlich gefalteter Bernoulli Mafle und damit dann die Hausdorff Dimension
dieser Mafle und der Mafle pg, mittels der Garsia Entropie abgeschétzt.

4.1. Grundlegendes

Ao p, A1 p, A2y . .. sei eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen die, die Werte
+1, —1 mit den Wahrscheinlichkeiten p und 1 — p annehmen.

Ygp = iAi,p(l - 5)51 B€(0,1)
i=0

vgp sei das durch die Zufallsvariabele Yj, induzierte W-MaSf:
v ,(B) := Prob{Ys, € B}

Mit der in Abschnitt 3 entwickelten Terminologie 1a8t sich v, als Bild des
Bernoulli Mafles b, auf ¥* unter (77)* darstellen:

Vﬂ,p(B) = PTOb{YB,p S B} = bp({<5k) € EJr| Z 5k<1 - ﬁ)ﬁk € B})
k=0
=bp((7") ' B) = (77)"by(B) VB € B(I)
Die vg,, sind also Borel W-MaBe auf I, v, € M(I).

Eine weitere Moglichkeit die v, darzustellen ist die unendliche Faltung:

Vg =bpy(1 = B) xby((L = B)B) *...xb,((1 —B)B") * ...
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Es ist daher naheliegend die v, als unendlich gefaltete Bernoulli Mafle zu
bezeichnen. In der Literatur zu diesen Maflen wird zumeist der Fall p = 0.5
betrachtet, wir werden fiir v kurz vg schreiben.

Man kann sich vz als Ma8 fiir die Dichte von Punkten der Form

S22 o +(1 — B)B* veranschaulichen. Priizise gesagt gilt:

va(B) = 1im HERS (1= )" € B}

N—c0 2N

VB € B(I)

wobei ff Anzahl der Punkte unter Berticksichtigung ihrer Vielfachheit bedeu-
tet.

Zu der bis hierhin zugrundegelegten Wahrscheinlichkeitstheorie bzw. Maf-
theorie und insbesondere zu Fragen der Konvergenz der verwendeten Aus-
driicke vergeiche [JW].

Unendlich gefaltete Bernoulli Mafle sind seit den 30er Jahren dieses Jahr-
hunderts untersucht worden. Jessen und Winter zeigten 1935 in [JW], da8
vg in Abhéngigkeit von 8 entweder absolut stetig oder rein singulér ist. Im
Fall 8 € (0,0.5) ist vg auf die Cantormenge C konzentriert und und damit
rein singuldr. Fiir den Grenzfall § = 0.5 ist vz das auf I normierte Lebesgue
Ma8B.

Erdos fand 1939 in [ER1]| einen faszinierenden Zusammenhang zwischen ei-
ner zahlentheoretischen Eigenschaft von 8 € (0.5,1) und der Singularitit der
Mafle vg, der hier dargestellt werden soll.

Eine Pisot-Vijayarghavan Zahl (kurz PV-Zahl) ist eine ganz-algebraische
Zahl (d.h. die reelle Losung einer algebraichen Gleichung mit Koeffizienten
aus Z und hochstem Koeffizienten plus oder minus eins), deren Konjugierte
samtlich Betrag kleiner als eins haben. PV sei die Menge aller PV-Zahlen.
PV ist nach Salem [SA] eine abgeschlossene (und offensichtlich abzihlbare)
Teilmenge der reelen Zahlen. Mehr iiber PV-Zahlen, die in der algebraischen
Zahlentheorie eine Rolle spielen, findet sich in [BDGPS].

Satz 4.1.1. [Erdés]
Fiir 8 € (0.5,1) und 8~ € PV ist v singulér.
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In Erdés Beweis aus [ER1] wird die Fourier-Stieltjes Transformation ¢,,(w)
des Mafes vg betrachtet:

Guy(w) = /11 exp(iwr)dF,,(r) = f[cos((l - B)B'w)

wobei F,,(z) = vg([~1,2)) die Dichte des MaBes ist. Erdds gelingt es zu
zeigen, dafl fiir 37! € PV das Produkt mit w — oo nicht gegen Null
konvergiert, so dafl durch das Riemann-Lebesgue Lemma, folgt das v nicht
absolut stetig ist. Mit dem Satz von Jessen und Winter folgt so die Singula-
ritéat.

Beispiele fiir Werte 8 € (0.5,1) mit 37! € PV sind die positiven Wurzeln
der Polynome
42" 44— 1mitn>2,

die eine gegen 0.5 fallende Folge bilden. Einer dieser Werte ist der goldene
Schnitt @ Die grosste Zahl aus (0.5,1), deren Reziprok in PV, liegt ist
die reelle Wurzel von z® + 2? — 1 (vgl. [AY,S.9]).

Es gelang Erdés auch zu zeigen, daf ein e existiert, so dafl v fiir Lebesgue-
fast alle § € (1 —¢,1) absolut stetig ist (vgl. [ER2]). Erst 1995 wurde dieses
Resultat von Solomyak in [SO] auf das ganze Intervall (0.5,1) verallgemei-
nert:

Satz 4.1.2. [Solomyak]

Fiir Lebesgue-fast alle 3 € (0.5,1) ist v3 absolut stetig und hat eine L*-
Dichte.

Ein vereinfachter Beweis dieses Satzes wird in [PS] gegeben.
Beispiele fiir Werte von g € (0.5, 1), fiir die vg absolut stetig ist, sind die
n-ten Wurzeln von 0.5 (siehe [WI]).

Zum Abschlufl dieser Darstellung ist anzumerken, dafl die Frage, ob Rezi-

prioke von PV Zahlen die einzigen 8 € (0.5, 1) sind, fiir die vg singulér wird,
bis heute offen ist.
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Die Relevanz unendlich gefalteter Bernoulli Mafle fiir unsere Untersuchung
der Fat Baker’s Transformation wird durch nachstehendes Lemma deutlich.
Lemma 4.1.3.

Sei pg,, aus Me.o(Q, fz) wie in 2.3. definiert, dann gilt:

Hpp = Vp X Ep
D.h. pg, ist ein Produkt aus unendlich gefaltetem Bernoulli Mafl in z-
Richtung und Bernoulli Maf in y-Richtung.
Beweis:

prT bezeichne die Projektion von ¥ auf ¥ und pr~ die Projektion auf 3.
Wie oben sei pry die Projektion auf die x-Achse und pry die Projektion auf
die y-Achse.

p(B) = bp(m7'B) = b,(pr* (7' B)) - by(pr— (7' B)) =* b,((n")"'prx B) -
() 'pry B) = (7)) by(prx B) - by(t(pry B)) = vs »(prx B) - by(pry B)
= (vpp X by)(B) VB € B(Q)

Fiir die Identitat % ist noch zu verifizieren:
() pria="(B) = (7*)HprxB) und  (2) pr-7~'(B) = (77) "' (prv B)

(1) (sk)reno € pri7='(B) © 3 (sp)rez- : 7((sk) € B+

Fyel: (sl —pB)B%y) € B & T2 se(l—p)" € prxB <
(k)keNo € (17) " Hprx B)

(2) (sk)rez- € prom ' (B) & 3 (sr)ren, : 7((sk)) € B &

dyel: (02,5127 e Be Y2 sp2kepryB
< (sk)kez- € (77) ' (pryB)

Insbesondere gilt nach 4.1.3.
HBos5 = Vg N4
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Dieses Produkt aus gleichgewichtetem unendlich gefaltetem Bernoulli Maf3
und Lebesgue MaB ist genau das von Alexander und Yorke in [AY] unter-
suchte Maf}; das uns im néchsten Abschnitt beschéftigen wird.

4.2. Das SRB-Maf} der Fat Baker’s Transformation

In diesem Abschnitt wird das Hauptergebnis von Alexander und Yorke’s
Arbeit iiber die Fat Baker’s Transformation dargestellt.

Satz 4.2.1. [ Alexander und Yorke |

vg X L aus Me,,(Q, f5) ist das SRB-Maf der Fat Baker’s Transformation fg
fur 5 € (0.5,1), fast alle z € @ (in Bezug auf Lebesgue Maf) sind generisch
fiir dieses MaSf.

Es soll hier darauf verzichtet werden den Beweis in allen technischen De-
tailles durchzufiihren, da diese in [AY,4] nachgelesen werden kénnen. Der
wesentliche Ansatz und die einzelnen Argumentationsschritte sollen jedoch
kurz nachgezeichnet werden.

Beweisskizze:

Wir wéhlen 5 € (0.5,1) fest und setzen f = fz und p = vz x L.
Nach den Definitionen in 2.1. ist zu zeigen:

1
lim

e D o(f* (z,y)) = /qbdu Vo € LYQ, B(Q), 1)

N=0

fir fast alle (z,y) € @ in Bezug auf das Lebesgue Maf.
Mit dem Rieszschen Darstellungssatz ist dies aber equivalent zu

1 M

uM(x,y) = M+1 Z 5fN(:r:,y) — [
N=0

fiir lg-fast alle (x,y) € @, wobei ¢ das Dirac Mafl bezeichnet und die Kon-
vergenz beziiglich der schwach*-Topologie gemeint ist.
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Alexander und Yorke betrachten eine gemischte Fourier-Stieltjes Transfor-
mation ¢, von MaBen aus M (Q), d.h. sie bilden in x-Richtung eine Fourier-
Stieltjes Transformation und in y-Richtung Fourier-Stieltjes Koeffizienten:

/ / exp(iwzr — inmy)dF,(x,y)
=—1Jy=—1

wobel F,(z,y) = u([—1,2) x [-1,y)) und (w,n) € R x Z.

Die beiden Autoren stellen fest, daf§ die Konvergenz der Folge von Maflen
wa(x,y) gegen p equivalent ist zur punktweisen Konvergenz der korrespon-
dierenden Fourier-Stiltjes Transformationen ¢,,,, (., gegen ¢,

Eine direkte Rechnung zeigt:

(="
M+1f

Prung () (W, ) = Z exp(iwBNz—imn2Ny) H exp(i 1-5)p"w)
(y), ist in diesem Ausdruck die r-te Ziffer der signierten dyadischen Entwick-
lung ¢ von y.

Zerlegt man diesen Ausdruck in geeignete Summanden, so sieht man, daf fiir
beliebiges € ein M, existiert, so dal der Wert des Ausdruck fiir alle M > M;
in der e-Umgebung von

SIS : Mﬁl
— exp(—imn2 exp(i(y)ar—r(1 = B)fTw) (%)
M — M, N=M;+1
liegt. Mit
Mi—1

hly) = expl—imn2"y) T explity)an—r(1 ~ H)57e)

geht (3) iiber in

(-1 v

M — M - %:1 +1 (o v)
wobei ¢ wie in 2.3. die Abbildung, die dem Shift der Ziffern der signierten
dyadischen Entwicklung entspricht, bezeichnet. Da das auf I normierte Le-
besgue Maf3 ¢ wie in 2.3. gesagt g-ergodisch ist, folgt mit dem Birkhoffschen
Ergodensatz 2.1.3 die Konvergenz von (*) mit M — oo gegen

M11

(=" /1 h(y)dl = (—1)" /_11 exp(—imn2My H exp(t(y) ar,—r(1—5) 8 w)dl
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fiir -f.a. y € I. Zerteilt man das Intervall I in die 2t Teilintervalle auf denen
die ersten M, Ziffern der signierten dyadischen Entwicklung von y konstant
sind und integriert {iber diese, so erhélt man im Fall n # 0 offensichtlich null.
Im Fall n = 0 summieren sich die Produkte mit Hilfe der Eulerschen Formel

Zu:
Myp—1

l:[o cos((1 - f)f'w)

Der Grenzwert von ¢y, (z,y)(w,n) ist damit null im Fall n # 0 und

f[ocos«l _B)Fw)

im Fall n = 0 und zwar fiir beliebiges x € I und /(-fast alle y € I. Dies
ist aber genau die (gemischte) Fourier-Stieltjes Transformation ¢, (w,n), wie
man erkennt, wenn man Fourier-Stieltjes Transformation von vg betrachtet.

O

Es ist noch anzumerken, dafl das SRB-Ma8 153 X ¢ durch die Eigenschaft, dafl
Lebesgue-fast alle Punkte generisch sind, eindeutig bestimmt ist (vgl. 2.1.).

4.3. GGarsia Entropie

Garsia fiihrt in [GA1] eine Art Entropie ein, die im Zusammenhang zur Sin-
gularitdt der Mafle v3 steht. Wir werden den Ansatz von Garsia leicht ver-
allgemeinern, indem wir auch den Fall v, fiir p # 0.5 mit einbeziehen.

(Xn,b,) sei der endliche Wahrscheinlichkeitsraum {—1,1}" mit dem end-
lichen Produktmaf. )
Wir definieren eine Aquivalenzrelation ~g auf ¥y durch:

(s0) ~a () & X0 su(L= BB = 3 si(1— B)5"

~g induziert eine Partition I'y 3 von . Gn(3,p) sei die Information dieser
Partition beziiglich b,, die wie iiblich definiert wird:

Gn(B,p) = Hy, (XN, Tnpg) = — Y by(A)logh,(A)

AGFN”(}
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Satz 4.3.1

Wir bezeichnen G(f,p) :=in fNEN% als Garsia Entropie. Es gilt:

(1) G(B,p) = limy ., ExE2)
(2) VB8 mit f7' € PVIe > 0: sup{G(B,p)lp € [0,5—€,0.5+ €]} <logf*

Dieser Satz eingeschriankt auf p=0.5 entspricht Theorem 2 aus [GA1]. Der
hier gegebene Beweis ist eine ausfiihrliche und erweiterte Fassung der von
Garsia in [GA1] und [GA2] skizzierten Beweisideen.

Beweis:

(1) Wir zeigen (wie auch bei der maftheoretischen Entropie iiblich) die Sub-
additivitat der Folge Gy (5, p).

Die Aquivalenzrelation ~g induziert Partitionen I'y 4 von ¥y und 'k 5 von
EK. f = FN,B X FK,B ist eine Partition von EN—}-K' Da bp auf ZN+K ein
Produkt der Maf b, auf ¥y und Y ist, folgt:

Hy, (Xn4x, 1) = Hy (XN, Tvg) + Hyy Bk, Tk ) = Gy (B, p) + Gk (B, p)

Die Partition I wird durch folgende Aquivalenzrelation auf ¥y, x induziert:
(807 ey SN—latO .. ~tK—1) ~ (SE), e S/N—17t2)7 . ,t,K_l) =

(sk) ~p (s5) A (te) ~5 () <

N-1 N-1 K-1 K-1
Yosk(1=p)BF = s (1 =B)B"A D (1= B)BY =D t,.(1—B)B"
k=0 k=0 k=0 k=0
Betrachtet man nun im Vergleich ~g auf Yy,
(807 ey 3N+K—1) ~p (Sé), e Sljv+K_1) =
N+K-1 N+K-1 ,
> s(l=p)pt= 3 s(1-8)8"
k=0 k=0

so sieht man sofort, (s;) ~ (s,) = (sx) ~z (s),). Die Partition T' ist daher
feiner als die Partition I'y4 x 3. Aus der Konkavitét der Informationsfunktion
folgt:

Gnix(B.p) = Hy,(EN+k, Tnirp) < Hy (Enyri, )
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und insgesammt:

Das Lemma iiber subadditive Folgen (vgl. [Wa,4.9.]) impliziert die Behaup-
tung.

(2) Sei g € (0.5, 1) und « := 7! € PV. Die Konjugierten von o bezeichnen
wir mit aq, ao, . .., ag.

T, Ty ... xj) seien die verschiedenen Punkte der Form SN - BB
my, My ... mjn) seien die bys MaBe der korrespondierenden Elemente der
Partition I'y g von Xy. Hiermit gilt:

J(N)
Gn(B,0.5) = = > m;logm;

=1

Wir zeigen zuniichst j(N) < ca™~! fiir eine nur von 3 abhingige Konstante
c. x und 2’ seien zwei verschiedene z;. Offensichtlich gilt

r—a =2(1-p)sN " P(a)

wobei P ein (vom Nullpoynom verschiedenes) Polynome mit Koeffizienten
aus {—1,0,1} ist.
Da |P(a)P(aq) ... P(as)| > 1, erhalten wir mit |o;| < 1:

1
PP Py 2 110

A

— |ay]) =: ¢

|P(a)] =

fiir jedes (vom Nullpolynom verschiedenes) Polynom P mit mit Koeffizienten
aus {—1,0,1}. Damit folgt:
|z —a2'| >Nt = j(N) < ca !, wobei @ :=2(1 — 8)¢ und ¢ := 2¢ 1 + 1

Aus der Singularitdt von vz nach 4.1.1. erhalten wir:
3k > 0 Ve > 0 3 disjunkte Intervalle (ay,b1),. .., (ay,b,) mit

Z(bl —q) <e und v3(0) >k wobei O= U(az,bz)
=1 1=0
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(0= 3 mi=t{ Y +(1 - p)BF € 012N

1:2,€0

Wie in 4.1. gesagt, konvergiert vx(0O) gegen v3(0), so daB:
dN;y VN > Np VN(O) > K

Wir schniiren nun die Intevalle (a;,b;) durch Vielfache des minimalen Ab-
standes zweier x; ein.

kl,N = max{k: | k@ﬁN_l S (ll} aiN = k’l’NéﬁN_l

fﬂl,N = mm{k ’ bl S k’éﬁN_l} bl,N = E’LNEBN_l

Mit dieser Definition ergibt sich:
ANy > Ny VN > Ny @ (a;n, b y) disjunkt fir alle I =1...u, sowie

Z(bl,N —aq ) <€ und VN(O) >k wobei O = U(al,N,th)

=1 =0
=epN ! i(%l,N —kin) <€
=1
j(N) sei die Anzahl der verschiedenen Punkte 2; in O. Da sich in einem
Intervall (a; n, by n) hochstens k; v — k; y Punkte x; befinden folgt:
eBNTHI(N) <e= j(N) < ec ! <eca™ !

Durch Ordnung der z; und korrespondierenden m; nach z; € O und z; ¢ @)
ergibt sich:

J(N) J(N) J(N)
Gn(B,0.5) = — Z m;logm; — Z m;logm; mit k(N) := Z m; > K
i=1 i=j(N)+1 i=1

Schétzt man nun beide Summen durch das Maximun der Informationsfunk-
tion unter der ensprechenden Nebenbedingung ab, erhélt man:
(V) — j(N)

J(N) j
Gn(B,0.5) < K(N)log o T (1—&(N))log TIoR(N)

< k(N)log j(N) + (1 — k(N))log j(N) +log 2
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Mit den Abschitzungen fiir j(N), 7(N) und x(N) folgt:
Gn(5,0.5) < (N —1)loga + kloge+1log2 +loge VN > N,

Die Konstanten & und ¢ sind unabhéngig von €, so dafi fiir € hinreichend klein
und N > Ny(e) die Formel Gy(5,0.5) < N log « gilt.

Sei nun ein N mit Gy(f,0.5) < N log a fest gewéhlt.

Fiir alle A € I'y g gilt lim,, 05 b,(A) = bo5(A). Mit der Stetigkeit der Infor-
mationsfunktion folgt lim, o5 Gn(5,p) = Gy (5,0.5), und so:

e A v

< loga

Nach der Definition der Garsia Entropie gilt G(8,p) < Gn(8,p)/N Vp, sodall
die Behauptung folgt.

Garsia leitet in [GA1] ausserdem aus einem allgemeineren Satz ab, daf§
G(,0.5) < log B! hinreichend fiir die Singularitit des MaBes vjs ist. Es
ist jedoch unkar, ob diese Bedingung fiir Werte von g € (0.5, 1) ausser den
Reziproken von PV-Zahlen gilt.

4.4. Dimension

Alexander und Yorke beweisen in [AY,6] einen Zusammenhang zwischen der
Rényi Dimension der Mafle vg und der im letzten Abschnitt diskutierten
Garsia Entropie. Wie im letzen Abschnitt wird hier auf v, verallgemeinert.

Satz 4.4.1.
Fiir 8 € (0.5,1) und p € [0, 1] gilt:

: G(B,p)
dimp vg, < log 51
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Beweis:

Der im folgenden gefiihrte Beweis ist weitgehend analog zum Beweis von
Alexander und Yorke.

B und p seien wie oben fest gewdhlt. Zur Abkiirzung setzen wir v = vg,,
p = g, sowie b = b, und Gy = Gn(B,p).

Wesentlich fiir den Beweis ist die Selbstaffinitét des unendlich gefalteten Ber-
noulli Mafles v, mit der hier begonnen wird:

T*v(B) :==pv(fi'(B)+ (1 —pv(f; "(B) (*)
wobei fi(z) =z + (1 — ) und fo(z) = Sz — (1 — )

Wir schlielen T*v = v aus der f-Invarianz des Mafles p und 4.1.3. :

v(B) = (B x I) = p(f~ (B x I)) = p(fi (B) x [0,1]0f;*(B) x [-1,0))
= u(fi ' (B) x [0,1]) + u(f; 1 (B) x [-1,0)) =

v(f 1 (B)b([0, 1)) + v (f2 (B))b([=1,0)) = pr(f(B)) + (1 = p)v(f; ' (B))
=T*v(B) VB e B(I)

Fiir ein MaB 7 auf I bezeichne J(7) den Triger des Mafles und |7| := v(J (7))
die gesamte Masse.

Nach (*) ist T*v die Summe von MaBen v, und v_ mit J(v;,-) = BI£(1-})
und |vy| =pund |v_| = (1 —p).

Induktiv sieht man, daf (7*)"v die Summe von 2¥ Maflen v; i = 1...2N
ist, fiir die gilt:

J(w) = 81 + ; (D)1= B)B* und |vi| = b(s(i))

wobei s(i) = (so(7), ..., sny—1(7)) alle Tupel aus ¥ durchlauft und b hier das
endliche Produktmafl mit den Gewichten p, (1 — p) ist.

Wir fassen nun die v; mit gleichem Tréger zusammen und bezeichnen die
resultierenden MaBe nit 7; fir i« = 1...5(N). J(v;) ist gleich J(v;) genau
dann, wenn s(i) ~ s(I) gilt, wobei ~ die in 4.3. definierte Aquivalenzrelation
(zu dem festen Wert () ist. Damit existiert fiir alle A aus der Partition I'y
eini e {1...5(N)}, so daBl |;] = b(A) und daher gilt:
J(N)
Gy = ) |mllog|w|

i=1
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Die Intervalle J (171) konnen iiberlappen. Wir definieren Mafle & durch ” Ab-
schneiden” dieser Uberlappungen:

&(B) == (i +vj) (BN J(7))

§(B) = (n;(B\J (%))
falls J(7;) N J(7;) # 0 und |7;] > |7
Offensichtlich gilt 7; + v; = & + & und J(&) N J(§;) = 0, aber weiterhin
erhalten wir auch:
(il = (7 + 23)(J () 2 [pi] = 75| und [&5] = v;(J (75)\J (1)) < |75] < |
= = ([&llog(|&]) + (1] log([&;]) < —(|7i| log(|7] + [v5]log(|w])
Iteriert man dieses Verfahren, so erhdlt man MaBle § ¢ = 1...j(N), die
folgendes erfiillen:

&

) J(N)

vi= &
i=1

J(
V= (T*)NV =

™

e

)

J(N) J(N)
= l&llog &l < = > |7l log || = G

i=1
Da J(&)NJ(&) =0, ist p = {J(&)]i =1...5(N)} eine Partition von I. Es
gilt: diam(J(&;)) < diam(J(;)) = 28N = diam p < 28V,
Da v(J(&)) = &(J(&)) = |&] gilt, Hy(p) < Gn und mit Definition 2.3.3
h,(28Y) < Gy. Hieraus folgt:

=1

dimp v = hme—>010gi = limy o ]OgQ -+ Nlog B_l
< jm v _G6p)

~ N Nlog f~1  log it
O

Wir leiten im weiteren aus der Abschétzung der Rényi Dimension von v,
eine Abschéatzung der Hausdorff Dimension von vz, und von pg, her.
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Satz 4.4.2.
Fir g € (0.5,1) und p € [0, 1] gilt:

. G(8,p)
dimpg vgy, < log 51 und
: G(B.p)  hs,(9)
d < L
T HBp = log 51 + log 2
Beweis:
. . 77 G(8,
£ und p sele:bl f(ist gewdhlt. Setze b = by, v 1= vg,, 1 := g, und ¢; 1= log(’%f)l
sowie ¢y 1= f;’g(;)

Aus 4.4.1. erhalten wir mit der Kontraposition von 2.3.8.:

34X C I mit v(X) >0und d(z,v) <¢, VereX

Nach [LY,1.A.,4.5.] gilt fiir das auf I definierte Bernoulli Maf b:
JY C I mit b(Y) =1und d(y,b) =d(y,b) =c; VyecY
Beachtet man das p = v x b, folgt hieraus:

log u(B((x,y),€))
log €

d((x,y), p) = lim,__,,

logv(B(r,9) | . logb(B(y.c)

< v X xY
log ¢ Jim log ¢ < +e Yizy € X X

=lim,

und p(X x Y) > 0. Aus der Abschétzung der lokalen Dimension auf einer
Menge von positivem Maf ldsst sich unter Verwendung der Ergodizitat von
1 die Abschétzung fast iiberall gewinnen.

Sei M = (—1,1] x {1} und Z € Q\M sowie § € f~(Z). ¥ ist nicht in
der Singularitdt S enthalten, so dafl fiir ¢y hinreichend klein und ¢ < ¢
B(y,0.5¢) NS = 0 und daher f(B(y,0.5¢)) C B(Z,¢). Mit der Invarianz von
w folgt pu(B(y,0.5¢)) < u(B(Z,€)) und damit d(y, u) < d(Z, p).

Aus diesen Uberlegungenen ergibt sich unter Verwendung von f~'(Q\M) C
Q\M:

dz,p)<ci+e Ve | (X xY)\M)=FE
n>0
Aus M C f7"((—1,—-1+ 28"]) erkennen wir p(M) = 0 und so p(E) > 0.
Offenbar gilt f~}(E) C E. Definiere E = N,>of *(E) C E.

48



Aus p(E) > 0 folgt mit der Invariantz von p sofort p(E) > 0. Da aber
f~YE) = F und u f-ergodisch ist, wird sogar p(E) = 1 impliziert, so daf
d(z, p) < 1 + ¢y p-fast iiberall gilt.

Weiterhin folgt v(prx (£)) = 1 und, da die lokale Dimension von b fast iiberall
cy ist, d(z,v) < ¢ Vo € prxE.

Mit 2.3.7. folgen aus den Abschétzungen der unteren lokalen Dimension fast
iiberall die behaupteten Abschétzungen der Hausdorff Dimensionen.

O

Wir erinnern hier daran, daf§ die Grésse hy (&) im vorigen Satz explizit durch
—(plogp+ (1 —p)log(l — p)) gegeben ist.

Der Satz letzte ist insbesondere fiir 5~! € PV interessant, da sich in diesem
Fall zusammen mit 4.3.1. ergibt, dafl die Hausdorff Dimension vg, fiir p hin-
reichend nahe bei 0.5 echt kleiner als eins, und die Hausdorff Dimension p3,,
echt kleiner als zwei wird.

Es sei noch angemerkt, da$, falls 5 und p so gewéhlt sind, dal vg, absolut
stetig ist, mit Satz 2.3.10 folgt, daf§ die Dimension von v, fiir alle Dimen-
sionsbegriffe eins ist. Speziell ist dies nach 4.1.2. bei vz fiir Lebesgue-fast
alle § € (0.5,1) der Fall. Die Dimension von vg x £ ist unter der gleichen
Voraussetzung zwei, wie sich auch wieder aus 2.3.10. folgern lésst.

Zu einer Zusammenfassung und Interpretation dieser Ergebnisse hinsichtlich
des Variationsprinzips verweisen wir auf den letzten Abschnitt der Arbeit.

Zum Abschluf3 dieses Abschnitts seien noch zwei Arbeiten zur Dimension
unendlich gefalteter Bernoulli Mafle erwéhnt.

Ledrappier und Porzio behaupten in [LP] mit Verweis auf [LY] die Existenz
und Konstanz der lokalen Dimension von vg fast {iberall und leiten eine ex-
plizite, jedoch sehr komplexe Formel, fiir dimvg im Spezialfall 8 gleich dem
goldenen Schnitt, ab.

Weiter liegt ein Satz von Tian-You Hu aus [TH] vor, der obere und unte-
re Abschétzungen fiir die lokale Dimension von vy fiir alle x € [ in einem
Spezialfall bietet.
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Satz 4.3.3. [Tian-You Hu]

Sei $€ (0.5, 1)und B5+ Bt +...+8—-1=0
g sei der goldene Schnitt ‘/52_1, S slizgﬁg_l + 101;%%17 o — 101§,g3%1 dann gilt:
(1) o < d(vg,x) < o* Voel

(2) {z|d(vg, ) = a} liegt dicht in I Va € |o, o]

Die Methode von Tian-You Hu besteht darin, zu einem x = 3222 s;(1 — 8) 3"
die Wachstumsrate von #{(s;) € S| ZN5ts;(1 — B)8° = S0 si(1 — B)B7}
mittels der durch die Definition von /3 gegebenen kombinatorischen Struktur
abzuschétzen.
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5. Der Lift der Fat Baker’s Transformation

In diesem Abschnitt wird der Lift der Fat Baker’s Transformation, eine drei-
dimensionale injektive Abbildung, deren Projektion die Fat Baker’s Trans-
formation ist, betrachtet. Der ”Lift” wird hier zum einen aus unabhéngigem
Interesse analysiert, zum anderen ergeben sich allerdings auch Folgerungen
fiir das projizierte System.

Nach einer Diskussion des Attraktors des ”Lifts” und seiner Dimension wird
wie in Abschnitt 2 ein Zusammenhang zur Shift-Dynamik und die Beschrei-
bung invarianter Mafle mittels diesem angegeben. Daraufhin definieren wir
bedingte Mafle auf stabilen und unstabilen Faserungen und wenden die von
Ledrappier und Young in [LY] entwickelte Theorie an, um Aussagen iiber ver-
schiedene Dimensionszusammenhénge zu erhalten. Im Anschluf§ wird dann
die Hausdorff Dimension " Lift”-ergodischer Mafle und die Hausdorff Dimen-
sion ergodischer Mafle der Fat Baker’s Transformation abgeschétzt, wobei
sich viele vorangegangene Sétze als wertvoll erweisen.

5.1. Der ”Lift” und sein Attraktor

Wir definieren den "Lift” der Fat Baker’s Transformation, indem wir die bei-
den sich iiberlappenden Bilder der oberen bzw. unteren Hélfte des Quadrats
bei der zweidimensionalen Abbildung im Dreidimensionalen trennen:

98,7 RxIxR—RxIxR

(Br+(1-0),2y -1, 72+ (1—71)) fiur y>0
98 (2,9, 2) ={ Br—(1-0)2y+1,72—(1—71)) fur y<O0
wobei (€ (0.5,1) und 7 € (0,0.5)

gp.- ist offenbar stiickweise linear mit der (z, z)-Ebene als Singularitét. Wei-
terhin sieht man sofort, dafl die Projektion pryy des ”Lifts” auf die (x,y)-
Ebene genau die Fat Baker’s Transformation ist:

prxy o gsr = fz V71 €(0,0.5)

Wie in 3.1.1. sicht man, daf der Quader Q := I3 (vorwérts) invariant unter
gs,- ist und eine global anziehende Menge darstellt. Ahnlich wie dort be-
trachten wir die Einschrénkung von gg . auf Q.
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Die eine Hélfte von Q, H.q := I X [0,1] x I, wird durch gg, linear auf den
Quader gg,.(Hyp) = [1 —28,1] x I x [1 — 27,1] abgebildet, und die ande-
re Hilfte H_y := I x [~1,0) x I wird linear auf den Quader gs.(H_;) =
[—1,—1428] x [-1,1) x [-1, =1+ 27| abgebildet. Wir veranschaulichen dies
durch nachstehendes Bild.

Der Schnitt von grg’T(I:Ll) mit gg,T([:IH) ist leer, und gg . eingeschrénkt auf

Q somit injektiv. Die Umkehrfunktion g5 existiert auf 95.-(Q). Weiterhin
ergibt sich, dafl gg . auf der Menge

Qpr = [ 95.(Q)
n=0

bijektiv ist.

Wir betrachten nun den Attraktor des ”Lifts” /A\@T = W

Der Attraktor ldsst sich mittels eines iterierten Funktionensystems (kurz IFS)
beschreiben. Fiir festes 5 € (0.5,1) und 7 € (0,0.5) setze hierzu:

g+1(£C,y,Z) = <5$ + (1 - 5)7%7—2 + (1 - T))

g,l(l',y,Z) = (5'77 - (1 - 5)73477—2 - (1 - T))
Qusx) = 90 © - - © 95,1 (Q) fiir (51) € 2y
An(ﬁaT) = U Q(Sk) /A\(B’T) = ﬂ An(ﬁﬂ_)

(sk)€EZn n>1

Offensichtlich sind die Mengen st,[\n(ﬁ,T) und A(B,T) jeweils Produkte
des Intervalls I in y-Richtung mit Mengen Qs, , A,.(8,7), A(B, 7) in der (z, 2)-
Ebene, die sich durch Einschrankung des IFS auf diese Ebene ergeben. Bei
Q(sk) handelt es sich um achsenparallele, disjunkte Quader der Kantenldngen
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(26™,2,27™) in Q. A(B,T) wird als Attraktor des IFS g@,gﬂ,g,l) bezeich-
net. Nach dem Satz von Hutchinson (vgl. [HUJ) ist A(B,7) die eindeutig
bestimmte kompakte Teimenge von @), die der Selbstaffinitét

A(B,7) = g11(A(B, 7)) U g1 (A(B, 7))

geniigt. Wir zeigen, dafl der Attraktor des " Lifts” mit dem Attraktor des IFS
iibereinstimmt und (vorwérts) invariant ist und bestimmen den Zusammen-
hang zwischwen 3, und dem (abgeschlossenen) Attraktor.

Lemma 5.1.1.

Sy =1 x {1} x I bezeichne die Seite des Wiirfels Q mit y = 1.
(1) 95.,(Q) = (Aa(B, TN\S4) U [L =287 1] x L x [1 =277, 1]

(2) Agr = A(B,7)

(3) Qg = (Mg, \S1) U{(1,1,1)}

(4) 9s, T(Aﬁ ‘r) c Aﬁf

Beweis:

(1) Wir kiirzen g, durch g ab.

Es gilt g(Q) = Q+1U(Q-1\5+), und 9(Qsy) = 9(H11N Qo)) Ug(H-1NQ(s))
- Q (1,505--,8n—1) U (Q( 1,50,.+,8n—1) \S+> V(Sk) S )

Hieraus folgt (1) wenn man beachtet, da§ der Rand von Q.1 fir y = 1
gerade [1 — 28", 1] x {1} x [1 — 27", 1] ist und in ¢"(Q) enthalten bleibt.

(2) Aus (1) folgt ¢"(Q) = A,(3,7), und damit die Behauptung.

(3) folgt aus (1) mit dem Schnitt iiber n € N.

~

(4) 9(9"(Q)) = g(An(B,7)) € Apya(B8,7) = ¢"+1(Q) = g(Ap,) C A,

O

Es stellt sich nun die Frage nach der Dimension des Attraktors Agz, bzw.
nach der Dimension der (z, z)-Schnitte A(/,7) des Attraktors.
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Satz 5.1.2.
Fiir alle 8 € (0.5,1) und 7 € (0,0.5) gilt:

. , log(25/7)
1< A < A ==
> dZmH (57 7-) = dsz (57 T) log(l/T)
- _— log(253/7)

< < —=
2 <dimgAg, < dimpAg, Tog(1/7) +1

Beweis:

Wir berechnen zunéchst dimpA(S, 1) fiir 5 € (0.5,1) und 7 € (0,0.5).
N (e) sei die kleinste Anzahl von Quadraten der Kantenlinge ¢, die gebraucht
werden, um dimpgA(f3,7) zu iiberdecken.
A (B, 7) besteht aus 2" disjunkten Rechtecken Q(s,), fiir (sx) € 3, der Kan-
tenldngen (26", 27™). Wir iiberdecken diese durch aneinandergereihte , gerade
beriihrende Quadrate der Kantenldnge 27" und bezeichnen die resultieren-
de Uberdeckung von A,(3,7) mit I'(n). Die Uberdeckung eines einzelnen
Rechtecks Q) bendtigt [5"/7"] Quadrate der Kantenldange 7", damit gilt
o I
i =22) = N <2l
Die Implikation gilt, da A(5,7) € A,(B,7), und somit I'(n) auch A(S,7)
iiberdeckt.
Sei T'(n) nun eine beliebige andere Uberdeckung von A(3.7) durch Quadrate
der Kantenlédnge 27". Da prx(Qs,) = prx(Qs,) N A(B, 7)), ist der Schnitt
von jedem Element aus I'(n) mit A(S, 7) nicht leer. Daher muf jedes Quadrat
aus I'(n) durch eine Quadrat aus I'(n) geschnitten werden. Ein Quadrat aus
['(n) kann aber nicht mehr als 9 Quadrate aus I'(n) schneiden, da diese sich,
wenn {iberhaupt, nur in den Réndern beriihren. Damit gilt:
= 16" S P
tm)l 2 2 0) = NE 2 2o
Die Implikation ergibt sich durch die beliebige Wahl von I'(n). Insgesamt
folgt also:
o lg NG lo(26/7)
n—oo  JogT™ log(1/7)
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Nach [Fa,3.1.] kann zur Bestimmung der Box-Counting Dimension in R? die
minimale Anzahl von e-Kugeln ersetzt werden durch die minimale Anzahl
von Quadraten deren Kantenldnge eine geometrische Folge durchlduft, so
dafl unsere Behauptung iiber dimg A(S, 7) folgt.

Aus 2.3.5.(3) folgt die Behauptung iiber dimg A(3, 7). Die Abschéitzung der
Hausdorff Dimension durch die Box-Counting Dimension gilt wie in 2.3.4.
gesagt immer, und die unteren Abschitzungen gelten nach 2.3.5.(1), da mit
B > 0.5 offenbar pry(A(8,7)) = I und pryxy(A(B, 7)) = Q gilt.

O

Pollicott und Weiss finden in [PW] eine hinreichende Bedingung an 3 €
(0.5, 1) fiir die Ubereinstimmung von Box-Counting und Hausdorff Dimension
im vorliegenden Fall, die wir hier angeben:

3C >0 Vo e (-1,1): ﬁ{nf +(1 - )" € [z, z+ B} < C(26)"
k=0

Die Bedingung ist erfiillt, falls v absolut stetig ist (vgl. [PW,A3]), jedoch
verletzt, falls 371 € PV, wie man mit Hilfe der Uberlegungen in 4.3. zeigen
kann.

Es ist in diesem Zusammenhang inetressant anzumerken, dafi der (x,z)-
Schnitt des Attraktors A(f,7) im Fall 7 = 0.5, abgesehen von y € [ mit
nicht einndeutiger signierter dyadadischer Entwicklung (fiir die man zwei
x-Werte erhilt), der Graph {(Rs(y),y)|y € I} der Funktion Rj ist, wobei

o0

Rs(y) == Z(y)kﬂ(l — B)B* fiir yel

(y)r ist hier wieder die k-te Ziffer der signierten dyadischen Entwicklung.
Przytycki und Urbanski untersuchen in [PU] die Funktion Rz und beweisen
in [PU,6] insbesondere, daf§ die Hausdorff Dimension, des Graphen von Rg
(und damit auch die Hausdorff Dimension von A(f,0.5)) fiir 8 € PV echt
kleiner als 2 —log 3/ log 2 (der Box-Counting Dimension von A(3,0.5)) wird.
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5.2. Zusammenhang zum Shift und invariante Mafle

B € (0.5,1) und 7 € (0,0.5) seien im folgenden fest gewihlt, so dafi auf die

A~

Indizierung bei gz, Ag, und A(S, 7) verzichtet werden kann.

Wir codieren die Punkte aus A durch folgende Abbildung:

71 Y — A mit 7((sk)) = (i sk(1—B)B", i s_k27F i se(1—7)7")
k=0 k=1 k=0

Satz 5.2.1.

(1) 7 ist wohldefiniert, stetig und surjektiv. Die Einschréankung von 7 auf
Y} ist bijektiv. B

(2) #ooa((sk)=gor((sk)) V(sk) €X

Beweis:

(1) Wir zeigen hier, daf§ die Abbildung

ate YT — A mit 77((sp)) = (g: sp(l — B)ﬁk,g: si(1 —7)7%)

wohldefiniert, stetig und bijektiv ist.

hy1, h_y seien die Einschrinkungen der im letzten Abschnitt definierten Ab-
bildungen g1, g1 auf die (z, z)-Ebene. Fiir den (z, z)-Schnitt des Attraktors
des "Lifts” A gilt:

A={(Vhso...0ohs (Q)(sk) € X7}

n>1

Induktiv erhalt man:

n—1 n—1
heyo ..o he, (Q) = [-B"+ Y su(l—B)B*, A"+ Y su(1— B)B" x
k=0 k=0

[—T”+ni Sk(l—T)Tk,T”wLni sk(1=7)7"] = 7 ((s)) = [ hsyo- - -0hs, ., (Q)

k=0 k=0 n>1

= @ ist wohldefiniert und surjektiv nach A
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(s0) # (s1) = 3 n>0 hyo...ohy, (Q)#hgo...ohy (Q)

= 7% ((s)) # 71 ((s,)) = 7" ist injektiv.

Die Stetigkeit von 71 folgt aus der Stetigkeit der Komponenten, die nach
3.2.1.(2) gilt.

Aus der Aussage iiber a1 folgt mit den in 3.2. diskutierten Eigenschaften
von 7~ die Behauptung iiber 7.

(2) Der Beweis der Aussage ist volkommen analog zu 3.2.2.(2), wobei die
z-Komponente genau wie die z-Komponente zu behandeln ist.

O

Der Satz 5.2.1. zeigt, daB die Dynamik von ¢ auf A durch (£, ) symbolisch
beschrieben wird. Wie in 3.2.3. lassen sich wieder die iiblichen Resultate iiber
die Dynamik ableiten.

Wir wenden uns nun der durch 7 induzierten Abbildung 7* der Rdume der
Mafle zu: R
7 M(X) — M(A) mit 7#*b(B) = b(7 ' B)

Nach 2.1.1. und 5.2.1. ist die Abbildung 7* surjektiv, stetig und affin.

Satz 5.2.2.

Die Einschrankung von 7* auf M;,,(3,0) ist surjektiv nach Minv(A,g)
und verdndert die mafitheoretische Entropie nicht. Weiterhin ist die Ein-
schrinkung von 7* auf M,,,(3, o) surjektiv nach M,,,(A, g). Formal ausge-
driickt gilt:

(1a) b € My (3, 0) = 7*b € Min(A, g)
(1b) b € Moy(2,0) = 7*b € Mopy(A, g)
(2a) Vi € My (A, g) 3b € Miyp(S,0) mit 7%b
(2b) Vit € Morg(A, g) 3b € Mey(X,0) mit 7%b
(3) ( ) = hs *b( ) Vb € Minv(zao-)

Il
= =
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Beweis:

(1) Der Beweis ist vollkommen analog zum Beweis von 3.3.1.(1), so da8 wir
auf die Darstellung hier verzichten .

(2) Auch hier kann im wesentlichen der gleiche Beweis wie in 3.3.1.(2) gefiihrt
werden. Wir zeigen nur, daB j(#(D)) = 0 fiir alle i € M, (A, g) gilt. Der
Rest des Beweises ist dann vollkommen analog zu 3.3.1.(2).

Es sei daran erinnert, dal D = X\X = {(s;) € X|3ko € Z Vk < ko : 51, =
1}1\{(1)} die invariante Teilmenge von ¥ ist, auf der o und ¢ nicht konjugiert
sind, und daB S~ C T als {g5[n € N k= —2"+1,...,2" — 1} definiert ist.

7(D) ={(x,y,z2) € A|(x,z) eEANye ST HU{(z,1,2)|(x,y) € A\(1,1)}

Ug (2,0,2)|(x,2) € A})U[-1,1) x {1} x [-1,1)

Falls fi g—mvarlant ist ergibt sich fiir das Mafl der vorderen Menge obiger
Vereinigung der Wert null, da die unendliche Vereinigung iiber k£ disjunkt
ist. Weiterhin folgt

p(a(D)) < p([=1,1) x {1} x [=1,1)) = ﬂ([l =267, 1) x {1} x [L =277, 1))
und mit n gegen unendhch a(w(D)) =

(3) Die Abbildung 7 ist nach 5.2.1. in Bezug auf ein b € M;,, (X, 0) fast
iiberall bijektiv, da b(D) = 0 gilt. Die Systeme (X, 0,b) und (A, g, 7*b) sind
damit mafitheoretisch konjugiert. Mit 2.2.2. folgt die Behauptung.

O

Im Anschlufl an den letzten Satz lassen sich, wie in 2.3., Bilder der Bernoulli
Mafe b, € M,,4(2, o) unter 7* definieren:

flip = T7by € Merg(AuQ)

Falls die Abhéingigkeit der Mafle von den Parametern des Lifts § und 7 eine
Rolle spielt, schreiben wir:

fig.rp = Tprbp € Merg(N, gp.7)

Mit 5.2.2.(3) lésst sich unmittelbar die mafitheoretische Entropie der Mafe
fip bestimen: hy (g) = —plogp — (1 —p)log(1 — p)
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5.3. Anwendung der Theorie von Ledrappier und Young

In diesem Abschnitt wird die von Ledrappier und Young in ”Metrik Entro-
py of Diffeomorphismen” ([LY]) entwickelte Theorie, die den Zuammenhang
zwischen Entropie, Dimension und Lyapunov-Exponenten durch die Bezug-
nahme auf bedingte Mafle klart, auf den ”Lift” der Fat Baker’s Transfor-
mation angewendet. Eine Schwierigkeit die hierbei auftaucht ist, daf es sich
beim ”Lift” nicht um einen Diffeomorphismus handelt, zum einen liegt eine
Singularitéit vor und zum anderen existiert die Umkehrfunktion nicht fiir alle
Punkte in Q. Daher werden wir die in [LY] mittels der Vorraussetzung ei-
nes Diffeomorphismuses konstruierten Partitionen konkret angeben und die
in den Beweisen von Ledrappier und Young benotigten Eigenschaften dieser
Partitionen nachweisen.

Wir definieren stabile und stark stabile Partitionen W* und W*® von Q durch:

W= (z) = W (x,y) = {z} x{yp x I W» ={W>(z,y)|(z,y) € Q}
W(z) = W2(y) =1 x{y} x I W*={W*(y)ly € I}

und eine unstabile Partition W* von ) durch :
{z} x[0,1] x{z})nQ y €[0,1]
{ZL‘} X [—1,0) X {Z} y e [_170)
wobei T jeweils das Tripel (z,y, z) bezeichnet.
Die unstabile Partition wird hier auf {2 und nicht auf dem ganzen Attraktor
A definiert, da die Umkehrfunktion von g auf ganz 2, aber nicht auf allen
Punkten des Randes von A existiert.

Wir geben nun ein Lemma an, dal die relevanten Eigenschaften von W**
W und W* beschreibt und [LY,9.1.1.] entspricht.

W) ={ W = (W (@) € )

Lemma 5.3.1.

Sei ﬂ € Minv([\7g)
(1) Wes(z), W#5(z) und W*(z) sind ji-fast iiberall definiert und mefibar.
(2) Es gilt W > g~ Y (W), W > g~ 1 (W?*), W* > g(W¥) und W** > W?*,
wobei W@ > W? bedeutet, daf die Partition W die Partition W? verfeinert.
(3) d(g"7,9"5) = ™d(z,5) ¥n>0 Vge W(z)

d(g"z,g"y)) < f*d(z,y) VYn >0 Vye Ws(z)

d(g~"z,g "y) = 0.5"d(z,y) Vn >0 Vye W%x)
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Beweis:

(1) Die Aussage fiir W** und W* ist trivial. Da A\Q C [-1,1) x {1} x [-1,1)
und das ji-Maf dieser Menge null ist, wie wir schon in 5.2.2.(2) gesehen ha-
ben, gilt () = 1. Damit sind auch die W*(z) fast tiberall definiert.

(2) Die Behauptung gilt da:

gt (W*) = {W*(0.5y — 0.5) UW*(0.5y + 0.5)|y € [—1 1)} U {Ws( )}

g~ (W) = {W=(~ x4 (1-87), 0‘5y—0-5)UW“(5 —(1=571),0.5y+
05)y € [-1,1),z e IYU{W*(B e+ (1—571),1)|z € I}

gW*) = {({z} x I x {z}) N Qf(z, 2) € A}

(3) Die Fasern W#**(z) werden durch ¢ in « und y-Richtung verschoben und in
z-Richtung linear mit Faktor 7 kontrahiert sowie verschoben. Die Partitions-
elemente W*(z) werden durch g in y-Richtung verschoben und in z-Richtung
mit Faktor 7 sowie in z-Richtung mit Faktor S linear kontrahiert und ver-
schoben. W*(z) wird unter g~! um einhalb kontrahiert und so verschoben,
dal g~1(W*(z)) wieder ganz ein einem Element aus W* liegt. Iteriert man
g bzw. ¢g~1, erhdlt man hieraus genau die oben angegebenen Kontraktions-
bzw. Expansionsaussagen fiir die Partitionen.

Formal ist ein MaB /i € M, (A, g) auf (A, B(A)) definiert. Da aber B(A)

B(Q)N A knnen wir g mittels i(B) = (BN A) auch als Ma$ auf (Q, B(Q))
auffassen. Wie in 3.4. lassen sich zu /i mittels des Satzes 3.4.3. bedingte Mafle
Hays Hy und g, auf den Partitionen W*°, W* und W* definieren, die durch

i(B) = [ 2, (BOW™ (@, y))dpry i

= [ (B AW (y)dpry
AB:/ v (BAW(z,y,2))d
B = [ P! (z,y,2))dn
fiir alle B € B(Q), (bis auf Nullmengen) eindeutig bestimmt sind.

Wir definieren weiterhin bedingte Entropien in Bezug auf die Partitionen
durch einen lokalen Ansatz, der auch in [LY] verwendet wird.

Vi(z,n,e) = {g € Wi(@) N g (@)ldlg™2,979) e 0<k<n} i=s,ss
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VU z,n,e):={y € W“(f)\d(gkf,gkgj) <e 0<k<n}

—_

Ri(@) = lim T, o~ log fu(Vi(Z. ) i = 5,550

3

Ausser den in 5.3.1. diskutierten stabilen und unstabilen Partitionen konstru-
ieren Ledrappier und Young in [LY,9] weitere Partitionen im Zusammenhang
mit den bedingten Entropien, die wir in unserem Kontext konkret angeben
wollen.

Q(Sk) seien die in 5.1. definierten Quader. Wir definiern fiir n € N Partitionen

~

von ¢" (@) durch:

05 = {Qu Ng"(Q) | (sk) € S}
und Partitonen von €2 durch:

E k41

@g:{(IX[F,F)XDﬂQ|k:_gn—l._‘Qn—l_Q}

u{(zx[1—2n11,1]><1)m9}

Die, im Hinblick auf die Beweise von Ledrappier und Young, relevanten Aus-

sagen iiber diese Partitionen stellen wir im folgenden Lemma zusammen (vgl.
[LY,9.3.3,10.1]).

Lemma 5.3.2.

©(T) sei jeweils das Element einer Partition das T enthélt.

(1) Ist fi € Mynu(A, g) so sind @f (Z) und @*(Z) ji-fast iiberall definiert.

(2) g5 (z) N W*(Z) sind Rechtecke der (z, z)-Kantenldngen (25", 27"),

o2 (z) NW**(z) Intervalle der z-Lénge 27" und p"(z) N W*(z) sind Intervalle
der y-Linge 1/2" 1.

(3)

Obm =V  prn=Vo el Vmn>0
k=0 k=0

Zur Definition von V vgl. 2.2.1.
(4) Sei n so grof gewéhlt, dal /27" + 26" < €, dann gilt:
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05 (@) NWHT) CVi(Z,me) Ym>0 i=s,ss
Falls n so grofl gewiihlt ist, dal 1/2"7! < ¢, dann gilt:
(@) NWH(2) C V() ¥ > 0

Beweis:

(1) ist klar da Q C ¢"(Q) und (Q) = 1.
(2) folgt unmittelbar aus der Definition der Partitionen.

(3) Aus 9(Qs)Ng"(Q)) = (Qusgnsn s NG Q) U Q10,0502 Ng"H(Q))
folgt ggp; V ©;, = 5, und durch Induktion nach m die erste Formel.

Aus g H((1 i< [Qn’“_l, fnj_ll) x I)NQ) = ((Ix [’”22:_1, ’““;2"_1) x I)NQ)uU
((£ x [HZT VESE=) x )N Q) und g7H((1 % [1 - 2,1—1,1] x )N Q) =
(I x[1= 55, 1 x NN U((I x [0.5—=57,0.5) x [)NQ) folgt g~V o = o,

und wieder durch Induktion nach m die zweite Formel.

(4) Da g7 ' (g (z )) C p;";_l(gflzi) erhalten wir:

UE P @ NWHE) =g g€ i, w(g7F2)NnWi(g ) i=s,ss
Aus g(pp (7)) € pn_1(97) folgt

J € pu (@) NWHT) = "7 € piiy i (9T) NWH(g"T)

Mit (2) folgen hieraus die Behauptungen.

O

Im Hauptzsatz dieses Abschnittes geben wir die von Ledrappier und Young
fiir Diffeomorphismen erzielten Eregebnisse, auf den "Lift” der Fat Bakers
Transformation iibertragen, an.
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Satz 5.3.3.

Sei 1 € Merg(f\, g) und seien bedingte Mafle sowie Entropien wie oben defi-
niert, dann gilt: X

(1) hi(z) = hi(Z) = const. =: h; fur ji-fast alle T € A i=s,8s,u

(2) d(7, puss,) = d(z, p3°,) = const. = dimu*®  fiir j-fast alle T € A

d(z, u;) = d(7, j1) = const. =: dimp®  fiir ji-fast alle T € A

= d(z, u%) = const. =: dimp*  fiir ji-fast alle 7 € A

d(( Y), pricps) prici) = dimp® — dimp®® - fiiv priy ii-fast alle (z,y) € Q
hi(g) = hy = dimp® 10g2

(g) = hy = dim p*log 871 + dimu**(log 77! — log B71)

) d(z, i) < dimp®* + dimp®  fiir fi-fast alle z € A

T bezeichnet in sdmtlichen Aussagen das Tripel (z,v, 2).

\_/

d(z, p
(3)
(4)
h;
(5

Wir beweisen die Aussagen von 5.3.3. hier nicht, sondern referieren auf die
korrespondierenden Teile der Arbeit von Ledrappier und Young mit dem Hin-
weis, dafl gerade die in 5.3.1. und 5.3.2. diskutierten Partitionen erlauben,
diese auf unsere Situation zu iibertragen. Der Beweis von (1) ist so analog
zu [LY,9]. (2),(3) und (4) werden wie in [LY,10,11] bewiesen, und der Beweis
von (5) laBt sich wie [LY,12] fiihren. Eine Anmerkung ist hier noch zu den
in Abschnitt 11 von [LY] diskutierten transversalen Mafien und der transver-
salen Dimensionen zu machen. Aus der Eindeutigkeit der bedingten Mafle
erhalten wir fiir pry fi-fast alle y € I:

w(B) = [, (BOW™(w,y)) dprips; VB € BIV*(y))

Damit sind die in [LY,11] definierten transversalen Mafe in unserem Kontext
durch pryu; gegeben. Die in 5.3.3.(3) auftauchende Grofie d(7, prip;) ent-

spricht genau der in [LY,11] definierten transversalen Dimension von i auf
W= (y) /W=,
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5.4. Dimensionsabschitzungen fiir ergodische Mafle

Im folgenden seien zu einem p € Merg(]\, g) bedingte Mafie und Dimensionen
wie im letzten Abschnitt definiert.

Unsere erste Dimensionsabschitzung in diesem Abschnitt bezieht sich auf
beliebige g-ergodische Mafle.

Satz 5.4.1.
Fiir alle i € Me,y(Agr, g5.,) gilt:

o halg) | log(28/7)
dimuft < 300 Toa(1/7)

Beweis:

f(Agr) =1= ps(We(y) N Ag,) =1 fiir pryji-fast alley € I =

dimgpe;;, < dimg (W (y) N Ag,) = dimy A(B, 7) <512 1?5;?1’6)//7?

pry fi-fast {iberall

Mit 4.3.3.(2) und der Kontraposition 2.3.7.(2) gilt die gleiche Abschétzung
fiir dimp®. Aus 4.3.3. (4) und (5) folgt mit 2.3.7.(1) die Behauptung.

O

Die im letzten Satz gegebene Abschitzung ist offenbar sehr grob, da wir
die stabile Dimension dimpu® schlicht durch die Box-Counting Dimension
der Menge, auf die die bedingten MafBle py fiir beliebiges i aus METQ(A, 9),
rein definitionsgeméaf, konzentriert sind, abgeschétzt haben. Eine genauere
Abschétzung fir dimp® und damit fiir i ergibt sich, wenn wir speziell die in
5.2. definierten Bilder der Bernoulli Mafle 15 ,, aus Merg(f\gm gp.r) betrach-
ten.

Wir werden hier wieder die, schon im Beweis von 5.2.1.(1) verwendete Ab-
bildung 7" benétigen:

o0 o0

e ST — A mit 7 ((sk) = O] sk(1— BB D sk(1—7)7F)

k=0 k=0

Mit Hilfe der Abbildung definieren wir MaBe &g ., aus M (A) durch:
€,rp = (77) "Dy
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Lemma 5.4.2.

(1) pprp = Erp X by, Wobei &g, das MaB in der (z, z)-Ebene und b, das
MafB auf der y-Achse ist.

(2) Zu pg - p seien Bedingte MaBe y; wie in 5.3. definiert. Es gilt:

pricpy = vgp  fir by-fast alle y € I, d.h. die transversalen Mafle zu fig ;)
sind gerade durch das unendlich gefaltete Bernoulli Maf} vg, gegeben.

Beweis:

(1) Der hier zu fithrende Beweis ist analog zum Beweis von 4.1.3.. Wie dort
bezeichnet pr* die Projektion von X auf X" und pr— die Projektion auf X,
dartiber hinaus seien 7 und 7% sowie g, und &z, , zu festem  und 7 de-
finiert.

fi5.7p(B) = bp(R1B) = by(pr* (7" B))-by(pr~ (A" B)) =" bp (A7)~ 'prxzB)-
bp((m=)'pry B) = (77)"by(prxzB) - bp(t(pry B)) = &p.rp(0rx2B) - bp(pry B)
= (Ep.rp X bp)(B) VB € B(A)

Die Gleichung « ist wie in 4.1.3. zu begriinden.

(2) Aus (1) folgt mit der Eindeutigkeit der bedingten Mafle y; = &g ., fiir
b,-fast alle y € I, so dafl also nur noch pry s, = g, zu zeigen ist.
Offensichtlich gilt prizt = 7t (vgl. 3.2. zu 7). Damit gilt aber:
Priéern(B) = Eooplory'B) = by((7*)7'prx'B) = b((n*)7'B) =
vs,(B) VB e B(I)

O

Mit den bis hierhin bewiesenen Aussagen ist der Beweis des nachstehenden
Satzes unkompliziert.
Satz 5.4.3.

Ist zu 8 € (0.5,1), 7 € (0,0.5) und p € [0,1], figrp € Merg(Asr, gs-) Wie in
5.2. definiert, dann gilt:

hy(0)  G(B,p) | log?
log2  logfB~! logr—!

dimpfigrp <
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Beweis:

Zu f[ig ;. seien bedingte Mafie und Dimensionen wie in 5.3. definiert.
Nach 5.3.3.(4) und 4.2.2.(3) gilt fiir die unstabile Dimension:

d'Lm u — hﬂﬁ,q—,p(Qﬁ,T) — hbp (O)
a log 2 log 2

Die Abschéitzung der stabilen Dimension dimu® beruht auf 5.3.3.(3). Zusam-
men mit 5.4.2.(2) und 2.3.7. erhalten wir:

dimp® = dimpvgp, + dimp®

Da A C IxIxC,,gilt i(IxIxC,) = 1. Damit erhalten wir o, (Lo} x {y} x
C;) =1 pryyi-fast iiberall und so, mit 5.3.3.(2) und der Kontraposition
2.3.7.(2), die "grobe” Abschitzung von dimu®** durch dimyC, = 1012531.

Zusammen mit unserer Abschétzung der Hausdorff Dimension von vg, aus
4.4.2. gilt:

G log 2
dimy® < (8,p) , log

log =1 log7~!
Mit 4.4.3.(5) und 2.3.7.(1) folgt aus der Formel fiir die unstabile Dimension
und der Abschétzung der stabilen Dimension die Behauptung des Satzes.

O

Im letzten Abschnitt der Arbeit wird gesondert auf die Bedeutung der hier
erzielten Abschétzungen in Bezug auf das Variationsprinzip eingegangen.

5.5. Folgerung einer Dimensionsabschéitzung fiir, in Be-

zug auf die Fat Baker’s Transformation, ergodische Ma-
e

In diesem Abschnitt wird aus der in 3.4.4. gegebenen Abschéitzung der Haus-
dorff Dimension unstabiler Mafle, die zu einem in Bezug auf die Fat Baker’s
Transformation ergodischen Maf} definiert sind, eine Abschétzung der Haus-
dorff Dimension beliebiger, in Bezug auf die Fat Baker’s Transformation, er-
godischer Mafle hergeleitet. Wesentlich fiir den Beweis unserer Abschéitzung
ist der "Lift” der Fat Baker’s Transformation. Insbesondere werden wir die
Abschétzung der Hausdorff Dimension beliebiger ” Lift”-ergodischer Mafle
benotigen. Wir beginnen hier, indem wir unser Resultat formulieren:
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Satz 5.5.1.
Fir p € M.,,(Q, f) gilt:

hu(f)

dimgp < ) 4
R

Wir benétigen fiir den Beweis dieses Satzes folgendes Lemma, daf3 die rele-
vanten Zusammenhénge zwischen ”Lift”-ergodischen und in Bezug auf die
Fat Baker’s Transformation ergodischen Maflen angibt.

Lemma 5.5.2.

Fiir alle 8 € (0.5,1) und 7 € (0,0.5) gilt:

Vi € Merg(Q, f5) Ffir € Merg(Ag 7, gpr) mit

(1) priyfir = p

(2) dimgp < dimgyji,

(3) dimpt < dimgp fir prip-fast alle z € 1

wobei dimp? die in 5.3.3.(2) definierte unstabile Dimension zu fi, ist, und
die unstabilen MaBle % zu p wie in 3.4. definiert sind.

Beweis:

B € (0.5,1) und 7 € (0,0.5) sowie p € M, 4(Q, f5) seien fest gewdhlt. Nach
3.3.1.(2b) existiert ein b € Me,y(3, o) mit 750 = p. Wir definieren fi, = 75 b.
Nach 5.2.2.(1b) gilt i, € Me,,g(f\gmgﬁﬁ). Wir weisen nun die Eigenschaften
(1)-(3) fiir fi, nach.

(1) Offensichtlich gilt prxy o 73, = mg. Damit folgt:

Prieyiie(B) = (i3 pryy B) = b(r3' B) = u(B)

(2) Aus (1) erhalten wir fi,(B) = 1 = p(prxyB) = 1. Nach 2.3.5.(1) gilt
aber dimygprxy B < dimygB, so dal die Behauptung direkt aus der Definiti-

on der Hausdorff Dimension von Maflen folgt.

(3) Aus beweistechnischen Griinden definieren wir hier eine neue Partition
Weu = {Ws(x)|z € I} von @), wobei W (x) = {z} x I°.
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Mit 3.4.3. erhalten wir zu /i, wieder bedingte MaBe 5" auf den W*"(x), die
durch

/mu (BAWS(z))dprcfi, VB € B(O)

(bis auf pri fi,-Nullmengen) eindeutig bestimmt sind. Wir merken an dieser
Stelle an, da aus (1) pri i, = prip folgt.

= {W"(x)|x € I} sei die in 3.4. definierte Partition von ¢ und pY
die bedingten Mafle auf den W*(z) zu p. Die in 5.3.3. definierte Partition
{Wu(z,y,2)|(z,y,z) € A} bezeichnen wir hier, um Verwechselungen zu ver-
meiden, mit W .. sind die bedingten Mafle auf den W*(z,y,2) zu fi,.
Aus 5.3.3.(2) erhalten wir zusamen mit 2.3.7.:
dimgiy , , = dimy! fiir fi.-fast alle (z,y, z) € A und somit

(A) dimpuy, , = dimp? fir pt-fast alle (2,y,2) € W*(r)

fiir pri p-fast alle z € I.
Weiterhin erhalten wir aus

W(B) = i (B x ) /u ) B) x I)dprien VB € B(Q)
mit der Eindeutigkeit der bedingten Maf§ p*

(B) prvypy" = iy

fiir pri p-fast alle z € I.

SU(z) := {P € W*/P C W#*(x)} bildet fiir alle 2 € I eine Partition von
Weu(z) N Q und (da () = 1) fiir prx/i,-fast alle z € I, eine Partition von
Wet(x), bis auf pf*-Nullmengen.

Es gilt:

ir(B) = [t (W, 2) N B)diis
Bwu(Q)

-/ (W (g, 2) N B)dp dpriji, VB € B(Q)
Bsy (z) (W (z))

Aus der Eindeutigkeit der bedingten Mafe 5" folgt pri u-fast berall

(C) w"(B) = Way (W (z,y,2) N B)dpy" VB € BW™(x))

/BSU(z) (Wsw(z))
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Aus den vorangegangenen Uberlegungen folgt, daf8 eine Teilmenge M von [
mit pri (M) = 1 existiert, so daB8 (A), (B) und (C) fir alle x € M erfiillt
sind.

Sei x € M nun fest gewahlt. Fiir alle B € B(I) gilt:

pi({a} x B) =1=" pi({a} x Bx I) = 1=

ey ({2} X Bx I)NW¥(z,y,2)) = 1 p3-fast iiberall

= dimgpy, , < dimg B pg"-fast iiberall =W dimp* < dimy B

Insgesamt gilt damit dimp® < dimypl fir alle z € M.

Beweis von 5.1.1.

Zu p € Meyy(Q, f5) seien MaBle fi, fiir alle 7 € (0,0.5) wie in 5.5.2. bestimmt.
Der Beweis von 5.4.1. zeigt:

log(26/7)
log(1/7)

Mit 5.2.2. (2) und (3) folgt hieraus fiir alle 7 € (0,0.5):
log(26/7)
log(1/7)

fiir pri u-fast alle x € I. Mit 3.4.4. ergibt sich hieraus:

huld) | log(28/7)
log 2 log(1/7)

Mit 7 — 0 folgt die Behauptung.

dimgfi, < dimu? + V7 € (0,0.5)

dimpp < dimgps +

dimgp < V1 € (0,0.5)
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6. Resultate, Verallgemeinerungen und offene
Fragen

Wir stellen hier unsere Resultate im Hinblick auf das Variationsprinzip der
Hausdorff Dimension zusammen. Unser erster Satz bezieht sich auf die Fat
Baker’s Transformation.

Satz I

Ist 5 € (0.5,1) so gewahlt, daB das unendlich gefaltete Bernoulli Mafl v4
absolut stetig ist, so ist das Variationsprinzip der Hausdorff Dimension fiir
die Fat Baker’s Transformation fg auf ) erfiillt. Das eindeutig bestimmte
ergodische Maf} voller Hausdorft Dimension auf @) ist das SRB-Maf} vz x /.

Ist B € (0.5,1) so gewihlt, dafl 371 € PV, so ist das Variationsprinzip der
Hausdorft Dimension fiir die Fat Baker’s Transformation fz nicht erfiillt, es
existiert kein ergodisches Maf} voller Hausdorff Dimension auf ). Durch die
Bilder der Bernoulli MaBe pg, € M..4(Q, f3) kann die Hausdorff Dimension
von () nicht einmal approximiert werden, es gilt:

dimpgps, < c(f) <2 Vpel0,1] wobei

—plogp — (1 — p)log(l — G(B,
o(8) = suppeposd plogp (10g 219) og(1—p) +mm{1710(gﬁﬁf3}}

Beweis:

Ist v absolut stetig, so ist das SRB-Mafl v x £ absolut stetig und mit 2.3.10.
folgt dimpyvs x ¢ = 2. Die Eindeutigkeit des Mafles mit voller Hausdorff
Dimension ergibt sich aus der Dimensionsabschétzung in 5.5.1. und der Tat-
sache, dafl vg x ¢ das eindeutig bestimmte Maf ist, dafl die mafitheoretische
Entropie mit log 2 maximiert (vgl. 3.3.3.).

dimgps, < c(f) folgt aus den Dimensionsabschitzungen in 4.4.2. und 5.5.1.
c(B) < 2 fiir 71 € PV ist eine Konsequenz der Abschiitzung der Garsia
Entropie in 4.3.1.(2).

Im Fall 3! € PV folgt hieraus insbesondere, dafl die Hausdorff Dimension
des SRB-Mafles v3 x € echt kleiner als zwei ist. Mit 5.5.1. und 3.3.3. folgt
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hieraus aber auch, daf alle anderern ergodischen Mafle eine Hausdorff Di-
mension kleiner zwei haben.

Fiir den Lift der Fat Baker’s Transformation erhalten wir folgenden Satz:

Satz I1

Ist 37* € PV und 7 hinreichend klein, kann die Hausdorff Dimension des
Attraktors des "Lifts” Ag, durch die Bilder der Bernoulli Mafle fis ., aus
Meyy(Ag,r, gp-) nicht approximiert werden, erst recht ist keines dieser Mafe

ein Maf3 voller Hausdorff Dimension auf /A\/BJ. Es gilt:
VB € (0.5,1) mit B~ € PV 7> 0 V7 < 7

dimpfigrp < c¢(8,7) <2 < dimyhs, Ype|0,1]

wobei  ¢(f3,7) := ¢(5) log 2

B log 7

Beweis:

Da die Grosse l‘l)og(%\ﬂ in 5.4.1. kleiner als 1 — 1262 ist folgt aus 5.4.1.:
g(1\7) log T

—pl — (1 —p)log(1l — log 2
dimpjis, < —P108P (L—p)logl—p) , log
T log 2 log 7

Zusammen mit 5.4.2. gilt damit dimgfig,, < c(ﬂ)—% =c(B,7)Vp € [0,1].
Fiir 371 € PV wird ¢(B), wie wir oben gesehen haben, echt kleiner als zwei.
Somit wird aber auch ¢(3, 7) fiir 7 hinreichend nahe bei null echt kleiner als
zwel.

Die Ungleichung dimH/A\g,T > 2 haben wir in 5.1.2. gezeigt.
O

Nach Satz I ist die Fat Baker’s Transformation fiir =1 € PV ein Gegenbei-
spiel zum Variationsprinzip der Hausdorff Dimension. Dieses Resultat spie-
gelt natiirlich Erdos Entdeckung wieder, dafl die unenendlich gefalteten Ber-
noulli Mafle fiir 37! € PV singuldr sind. Unser Satz lisst allerdings die
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Frage offen ob, nicht auch in diesem Fall eine Approximation der Hausdorff
Dimension von () durch die Hausdorff Dimensinon ergodischer Mafle, die ver-
schieden von den diskutierten Maflen pg, sind, méglich ist.

Satz II stellt ein wesentlich ”schwécheres” Resultat dar. Wir wissen nicht
ob, der "Lift” im Falle 37! € PV ein Gegenbeispiel zum Variationsprinzip
der Hausdorff Dimension darstellt, sonder nur, dafl die Bilder der Bernoulli
MaBe ppr, (falls 7 hinreichend klein ist) keine volle Hausdorff Dimension
haben. Dieses Ergebnis scheint allerdings auch von gewissem theoretischen
Interesse zu sein, insbesondere wenn man sich daran errinert, dafl bei den in
2.4. besprochen ”McMullen-Bedford Carpets” (und deren héher dimensiona-
len Analoga) die MaBle voller Hausdorff Dimension eindeutig als Bilder von
Bernoulli Maflen beziiglich ensprechender Shift-Codierungen gegeben sind.

Eine Analyse der in Abschnitt 4 und 5 gefithrten Beweise der Dimensions-
abschéitzungen fiir g, bzw. fig ., zeigt, dafl wir essentiell nur die Ergodizitét
und Produktstruktur der Mafle verwenden. Dies legt eine Verallgemeinerung
der in Satz I und II fiir die Mafle pu5, bzw. jig,,, im Fall 37! € PV, erzielten
Resultate nahe.

Satz III
(1) V8 € (0.5,1) mit 3~ € PV gilt:
dimgp < ¢(8) < 2

fir alle p € M.4(Q, f3), die sich als ein Produkt von Maflen aus M (I)
darstellen lassen.
(2) VB € (0.5,1) mit 7t € PV 3190 >0 V7 < 19 gilt:

dimgp < &(B,7) <2 < dimgAg,
fiir alle i € Merg(Agr, g5.7), die sich als ein Produkt eines MaBes aus M (Q)

auf der (z,z)-Ebene mit einem Mafl aus M(I) auf der y-Achse darstellen
lassen.
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Beweis:

(1) Sei B € (0.5,1) mit S~ € PV und u = v x € € M,ry(Q, f5) gegeben. Mit
dem Beweis von 4.4.1. erhalten wir:

G(5,£((0,1]))
log g1

Wie im Beweis von 4.4.2. folgt hieraus:

G(.£(0, 1)) , helo)
log g1 log 2

dimpr <

dimpp <

Hieraus folgt mit 2.2.2. und 5.5.1.

G(8,£([0,1]))
log g1

Wir miissen nun zeigen, dafl dieser Ausdruck kleiner als eine, von u un-
abhéngige, Konstante ¢ wird, die kleiner zwei ist.

Nach 4.3.1. existieren ¢; > 0 und ¢; < 1, so daB G(3,p)/log 371 < ¢ fiir alle
p € B, (0.5) gilt.

Zu €, existiert ein €9, so daf3:

5([07 1]) g Be1(05) = ||/vL - NO.SH* > €2 V/J =V X g S Merg(@afﬁ)

Mit 3.3.3. und der Oberhalbstetigkeit der mafitheoretischen Entropie existiert
ZU €5 ein ¢y < 1, so daf

hu(f/o’)
log 2

dimpgp < min{ A+

H,LL - ﬂ0.5H* > € = h,u(fﬁ)/log2 S Co V/L =V X 5 € Merg(Qafﬁ)
Damit erhalten wir:
dimpgp < c:=mazx{ci +1,c0+1} <2 Yu=v x& € M y(Q, f5)

wobei die Konstante ¢ unabhéngig von p ist.

(2) Sei B € (0.5,1) mit 7' € PV und 7 € (0,0.5) gegeben. Weiterhin
sei ft = U X & € Mery(Ag .-, gs.+), wobei sich das Produkt aus (z, z)-Ebene und
y-Achse ”zusammensetzt”.

Eine einfache Rechnung zeigt, dal priy i = pri v x £ gilt und dieses Maf in
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M., 4(Q, f5) enthalten ist. Die transversalen Mafle zu i sind also durch priv
gegeben (vgl. 5.4.2.). Mit den Beweisen von 4.4.1. und 4.4.2. erhalten wir:

G 0.1
oy < GUE(0.1)
log g1
Mit dem Beweis von 5.4.3. und mit Hilfe von 5.4.1. sehen wir:
o ha(gsr) - G(B,g([0,1]) log 2
d < 2R 1 > —
TR = log 2 +mingl, log f—1 } log 71

Die gleiche Argumentation wie in (1) zeigt, daf:

o G(8.¢([0,1)))
—i—mm{l,w

Es ist jedoch von vorherein nicht klar, ob dieses Supremum unabéhngig von
7 ist. Um einzusehen, dafl dies aber doch der Fall ist, zeigen wir:

(95,7’)

h;, o R
supq{ lfogQ Hio=7vx¢§e€ Merg(AB,Tagﬁ,T)} <2

V7,72 € (070~5~) vﬂn = 7971 X 67'1 € Merg([\ﬁfugﬁ,ﬁ)

Elﬂ’rz = ﬁm X 5’@ € Merg([\ﬁ,wagﬁﬁz) mit
& ([0,1]) = &,([0,1]) und hy, (95,7) = ha., (95.7)

Nach 5.2.2.(2) existiert zu fi, € Meg(Agry,gsn) €in b € Myy(E,0) mit
75,0 = [ir,. Dariiberhinaus lésst sich zeigen, dafi b ein Produkt von Mafien
aus b™ auf X7 und b~ auf X7 ist, fir die (75, )*0" = o, und (77)* = &,
gilt. Definieren wir nun fi,, := 7} _,b, so ist dieses Maf8 nach 5.2.2.(1) in
Merg(Agry, 95.7), und nach 5.2.2.(3) stimmt seine maBtheoretische Entropie
mit der von fi,, iiberein. Dariiberhinaus gilt:

firy = 75, (0 X D) = (37, )b X (17)"b = (35,,)D x &,

Damit hat ji,, aber alle gewiinschten Eigenschaften, und wir haben die Un-
abhéngigkeit obigen Supremums von 7 bewiesen.

Nun sieht man das fiir hinreichend kleines 7 die Behauptung folgt.

O

Die Beantwortung der Fragen, ob sich zu jedem p € M,,4(Q, f5) und zu jedem
ft € Mery(Agr,gs-) ein ergodisches Mafl mit grosserer Hausdorff Dimension
finden lasst, das den Produktbedingungen in Satz III geniigt, wiirde weitere
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Untersuchungen erfordern, die im Rahmen dieser Diplomarbeit nicht mehr
durchgefiihrt werden konnten. Rein intuitiv scheint es jedoch nicht abwegig zu
sein, dafl die Antwort auf die Fragen positiv ausfillt, und somit fiir 3~ € PV
sogar

sup{dimpp|p € Merg(Q, f3)} < 2 und

sup{dimpfiljt € Merg(Ag 7, 95,)} < 2 fiir 7 hinreichend klein

gelten konnte.
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