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b-adische Darstellung

Betrachte die gewöhnliche Darstellung x ∈ [0, 1] zur Basis
b ≥ 2.

x =
∞∑
i=1

di (x)b−i , di (x) ∈ {0, 1, . . . , b − 1}.

Wir wählen Ziffern aus A ⊆ {0, . . . , b − 1} und betrachten

Db-adic[A] := {x ∈ [0, 1]|di (x) ∈ A}.

Wenn 2 ≤ |A| < b, ist Db-adic[A] überabzählbar und
kompakt, aber der Länge Null und total unzusammenhängend.
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Hausdorff Dimension

Das d-dimensionale Hausdorff Maßvon B ⊆ Rn ist

Hd(B) = lim
ε7−→0

inf{
∞∑
i=1

diam(Ci )
d |B ⊆

∞⋃
i=1

Ci , diam(Ci ) < ε}.

Dies ist eine natürliche Verallgemeinerung des
n-dimensionalen Lebesgue Maßes, Ln = cnH

n.
Die Hausdorff Dimension ist gegeben durch

dim B = inf{d ≥ 0|Hd(B) = 0} = sup{d ≥ 0|Hd(B) =∞}
Hausdorff (1919):

Theorem

dimDb-adic[A] =
log |A|
log b
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Vorgegebene Häufigkeiten von Ziffern

Sei p = (pj) ein W.-Vektor auf {0, . . . , b − 1}. Die Entropie
von p ist

H(p) = −
b−1∑
j=0

pj log pj .

Betrachte die x ∈ [0, 1] mit vorgegebenen Häufigkeiten der
Ziffern.

Fb-adic[p] := {x | lim
n 7→∞

|{i = 1, . . . n|di (x) = j}|
n

= pj}.
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Kettenbrüche
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Ziffern.

Fb-adic[p] := {x | lim
n 7→∞

|{i = 1, . . . n|di (x) = j}|
n

= pj}.
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Borel (1909):

Theorem

Fast alle Zahlen sind normal zur Basis b, also
L(Fb-adic[(1/b)]) = 1 und daher dimFb-adic[(1/b)] = 1.

Besicovitch (1934) / Eggleston (1949):

Theorem

dimFb-adic[p] =
H(p)

log b
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Kettenbrüche
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Eine Modifikation der Binärdarstellung

Stelle x ∈ (0, 1] durch eine Folge in NN dar:

x =
∞∑
i=1

2−(n1(x)+···+ni (x)), ni (x) ∈ N.

ni (x) der Abstand zwischen zwei Ziffern die 1 in der
Binärdarstellung sind.

Für A ⊆ N betrachten wir die Menge der reellen Zahlen
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Binärdarstellung sind.

Für A ⊆ N betrachten wir die Menge der reellen Zahlen
Dm.dyadic[A] mit Ziffern in A.
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Theorem

Die Hausdorff Dimension d von Dm.dyadic[A] ist gegeben durch∑
i∈A

2−id = 1.

Für A = {1, . . . n}: d = log(s)/ log(2), wobei s ∈ (1, 2) die
Lösung von sn − sn−1 · · · − s − 1 = 0 ist.

Für A = {nj |n ∈ N} gilt d = 1/j .
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Betrachte die Menge der reellen Zahlen Fm.dyadic[p] mit
Häufigkeit der Ziffern, gegeben durch einen W.-Vektor p auf N mit
Erwartungswert E (p) <∞ und Entropie H(p) <∞

Theorem

dimFm.dyadic[p] =
H(p)

E (p) log 2

Für die Gleichverteilung auf {1, . . . , n} gilt

dimFm.dyadic[(1/n, . . . , 1/n)] =
2 log(n)

(n + 1) log(2)
.

dimFm.dyadic[(1/2, 1/4, . . . , 1/2n, . . . )] = 1.

Jörg Neunhäuserer Dimensionstheorie der Darstellungen reeller Zahlen



b-adische Darstellung
Eine Modifikation der Binärdarstellung
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Kettenbrüche

Stelle eine reelle Zahl x ∈ (0, 1) als Kettenbruch dar:

x =
1

n1(x) + 1
n2(x)+...

, ni(x) ∈ N

Betrachte die Menge der Zahlen, die eine beschränkte Folge
von Einträgen im Kettenbruch haben.

B = {x | (ni (x)) beschränkt}

Khintchine(1926) / Jarnik (1929):

Theorem

Für fast alle reellen Zahlen ist die Folge der Einträge im
Kettenbruch unbeschränkt, also L(B) = 0, aber dimH B = 1!
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Betrachte die Menge der Zahlen, die eine beschränkte Folge
von Einträgen im Kettenbruch haben.

B = {x | (ni (x)) beschränkt}

Khintchine(1926) / Jarnik (1929):

Theorem

Für fast alle reellen Zahlen ist die Folge der Einträge im
Kettenbruch unbeschränkt, also L(B) = 0, aber dimH B = 1!
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Nicht uniforme Darstellungen

Sei Dcon.[A] die Menge der Kettenbrüche mit Einträgen aus
A.

Die Berechnung von dimDcon.[A] wird seit vielen Jahren
betrieben: Good (1941), Bumby (1982), Hensly
(1989/1996), Jenkinson / Pollicott (2001). Wir wissen
heute:

dimDcon.[{1, 2}] = 0.531280506277 . . . (54 bekannt)

dimDcon.[{1, 2, 3}] = 0.7046 . . .

dimDcon.[{1, 2, 3, 4}] = 0.7889 . . .

dimDcon.[{1, 2, 3, 4, 5}] = 0.8368 . . .

dimDcon.[{1, 3}] = 0.254489077661 . . .

dimDcon.[{2, 3}] = 0.337436780806 . . .
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Eine Modifikation der Binärdarstellung

Kettenbrüche
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Nicht uniforme Darstellungen

Verallgemeinerte Kettenbrüche

Sei b ≥ 2 eine Basis. Stelle eine reelle Zahl x ∈ [0, 1) durch
einen verallgemeinerten Kettenbruch dar

x =
b−n1(x)

1 +
(b − 1)b−n2(x)

1 +
(b − 1)b−n3(x)

1 + · · ·

Betrachte die Menge der Zahlen, die eine beschränkte Folge
von Einträgen in diesem Kettenbruch haben:

Bb = {x | (ni (x)) beschränkt}.

Theorem

Für alle b ≥ 2 gilt dimH Bb = 1 obwohl L(Bb) = 0.
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b-adische Darstellung
Eine Modifikation der Binärdarstellung

Kettenbrüche
Kettenlogarithmen

Nicht uniforme Darstellungen

Kettenlogarithmen

Für m ≥ 3 betrachte die Darstellung von x ∈ [0, 1] als
Kettenlogarithmus :

x = lim
n→∞

logm(dn(x)+logm(dn−1(x)+logm(· · ·+logm(d1(x)))̇

mit Einträgen in {1, . . . ,m − 1}.
Diese Darstellung ist eindeutig bis auf eine abzählbare Menge
und in fast allen Zahlen kommen alle Ziffern unendlich oft vor.

Für m ≥ 4 wählen wir Ziffern aus A ⊆ {1, . . . ,m − 1} und
definieren

Dc.log[A] := {x ∈ [0, 1]|di (x) ∈ A}.

Jörg Neunhäuserer Dimensionstheorie der Darstellungen reeller Zahlen



b-adische Darstellung
Eine Modifikation der Binärdarstellung
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b-adische Darstellung
Eine Modifikation der Binärdarstellung

Kettenbrüche
Kettenlogarithmen

Nicht uniforme Darstellungen

Sei [(d1, . . . , dn)](x) = logm(dn + logm(dn−1 + · · ·+ logm(d1 + x).).

Theorem

Ln ≤ dimH Dc.log[A] ≤ Un

für alle n ≥ 1, wobei Un und On durch∑
d1,...,dn∈A

[(dk)]′(1)Un = 1
∑

d1,...,dn∈A
[(dk)]′(0)Ln = 1

gegeben sind.

For m = 4 erhalten wir:

dimH Dc.log[{1, 2}] = 0.81± 0.01

dimH Dc.log[{1, 3}] = 0.66± 0.01

dimH Dc.log[{2, 3}] = 0.45± 0.01

Jörg Neunhäuserer Dimensionstheorie der Darstellungen reeller Zahlen
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b-adische Darstellung
Eine Modifikation der Binärdarstellung

Kettenbrüche
Kettenlogarithmen

Nicht uniforme Darstellungen

Für eine Kettenlogarithmus Darstellung zur Basis m ≥ 3
betrachten wir die Menge der reellen Zahlen Fc.log [p], bei denen
die Ziffern mit Häufigkeiten p = (p1, . . . , pm−1) auftreten.

Theorem

dimH Fc.log [p] ≤ c < 1

für alle p (!).

Für m = 3 sieht die obere Abschätzung wie folgt aus:
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die Ziffern mit Häufigkeiten p = (p1, . . . , pm−1) auftreten.

Theorem

dimH Fc.log [p] ≤ c < 1

für alle p (!).

Für m = 3 sieht die obere Abschätzung wie folgt aus:
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Nicht uniforme Darstellungen

Sei β0, β1 ∈ (1/2, 1) mit β0 ≥ β1. Für (d1, . . . , dn) ∈ {0, 1}n
sei 0n(d) die Anzahl und 1n(d) die Anzahl der Einsen.

x =
∞∑
i=1

di (x)β
0n(d)
0 β

1n(d)
1 , di (x) ∈ {0, 1}

Jedes x ∈ [0, β1/(1− β1)] hat mindestens eine Darstellung,
die sich mit einem Greedy-Algorithmus bestimmen lässt:

di = bβ−1
0 G i−1(x)c mit

G (x) =

{
β−1

0 x , x ∈ [0, β0)

β−1
1 x − 1, x ∈ [β0, β1/(1− β1)],
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Kettenbrüche
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di = bβ−1
0 G i−1(x)c mit

G (x) =

{
β−1

0 x , x ∈ [0, β0)

β−1
1 x − 1, x ∈ [β0, β1/(1− β1)],
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di = bβ−1
0 G i−1(x)c mit

G (x) =

{
β−1

0 x , x ∈ [0, β0)

β−1
1 x − 1, x ∈ [β0, β1/(1− β1)],
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b-adische Darstellung
Eine Modifikation der Binärdarstellung

Kettenbrüche
Kettenlogarithmen

Nicht uniforme Darstellungen

Wie viele (β0, β1)-Darstellungen gibt es?

Theorem

Fast alle x ∈ (0, β1/(1− β1)) haben überabzählbar viele
Darstellungen. Wenn β2

1 + β0 > 1 sind es sogar alle.

Betrachte U(β1, β2) = {x | die Darstellung ist eindeutig}

Theorem

Wenn β0(1 + β1) < 1 ist U(β1, β2) mindestens abzählbar.
Wenn β0(1 + 2β1 − β0β1) < 1 ist U(β1, β2) überabzählbar mit
dimH U(β1, β2) > 0.

Work in progress!!!
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Wenn β0(1 + 2β1 − β0β1) < 1 ist U(β1, β2) überabzählbar mit
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