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b-adische Darstellung
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b-adische Darstellung

b-adische Darstellung

@ Betrachte die gewohnliche Darstellung x € [0, 1] zur Basis
b>2.

x=Y _di(x)b~, di(x)€{0,1,...,b—1}.
i=1
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b-adische Darstellung

b-adische Darstellung

@ Betrachte die gewohnliche Darstellung x € [0, 1] zur Basis
b>2.

X—Zd (x) € {0,1,...,b—1}.

e Wir wahlen Ziffern aus A C {0,...,b— 1} und betrachten

Db—adiC[A] = {X € [0, ].”d,'(X) € A}
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b-adische Darstellung

b-adische Darstellung

@ Betrachte die gewohnliche Darstellung x € [0, 1] zur Basis
b>2.

X—Zd (x) € {0,1,...,b—1}.

e Wir wahlen Ziffern aus A C {0,...,b— 1} und betrachten

Db—adiC[A] = {X € [0, ].”d,'(X) € A}

e Wenn 2 < |A| < b, ist Dy_,4ic[A] iiberabzahlbar und
kompakt, aber der Lange Null und total unzusammenhangend.
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b-adische Darstellung

Hausdorff Dimension
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b-adische Darstellung

Hausdorff Dimension

@ Das d-dimensionale Hausdorff MaBvon B C R” ist

H9(B) = Iimoinf{z diam(C;)?B C | G, diam(C;) < €}
i=1 i=1
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b-adische Darstellung

Hausdorff Dimension

@ Das d-dimensionale Hausdorff MaBvon B C R” ist

H9(B) = Iimoinf{z diam(C;)?B C | G, diam(C;) < €}
i=1 i=1

@ Dies ist eine natiirliche Verallgemeinerung des
n-dimensionalen Lebesgue MaBes, £" = ¢,$H".
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b-adische Darstellung

Hausdorff Dimension

@ Das d-dimensionale Hausdorff MaBvon B C R” ist
d _ . . N\d C _ . : .
H9(B) emolnf{;dlam(C,) B C L_Jl G, diam(G) < €}

@ Dies ist eine natiirliche Verallgemeinerung des
n-dimensionalen Lebesgue MaBes, £" = ¢,$H".
@ Die Hausdorff Dimension ist gegeben durch

dim B = inf{d > 0|%9(B) = 0} = sup{d > 0|9(B) = oo}
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b-adische Darstellung

Hausdorff Dimension

@ Das d-dimensionale Hausdorff MaBvon B C R” ist
d _ . . N\d C _ . : .
H9(B) Emolnf{;dlam(C,) B C L_Jl G, diam(G) < €}

@ Dies ist eine natiirliche Verallgemeinerung des
n-dimensionalen Lebesgue MaBes, £" = ¢,$H".
@ Die Hausdorff Dimension ist gegeben durch

dim B = inf{d > 0|%9(B) = 0} = sup{d > 0|9(B) = oo}

log |Al

dim Db—aC/I'C[A] = |0g b
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b-adische Darstellung

Vorgegebene Haufigkeiten von Ziffern
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b-adische Darstellung

Vorgegebene Haufigkeiten von Ziffern

@ Sei p = (pj) ein W.-Vektor auf {0,...,b — 1}. Die Entropie
von p ist

b—1
H(p) =—>  pjlogp;.
=0
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b-adische Darstellung

Vorgegebene Haufigkeiten von Ziffern

@ Sei p = (pj) ein W.-Vektor auf {0,...,b — 1}. Die Entropie
von p ist

b—1
H(p) =—>  pjlogp;.
=0

@ Betrachte die x € [0, 1] mit vorgegebenen Haufigkeiten der
Ziffern.

{i=L.nldi(x) =} _

Fp-adiclpl = {x| lim_ p pi}-
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b-adische Darstellung

Vorgegebene Haufigkeiten von Ziffern

@ Sei p = (pj) ein W.-Vektor auf {0,...,b — 1}. Die Entropie
von p ist

b—1
H(p) =—>  pjlogp;.
=0

@ Betrachte die x € [0, 1] mit vorgegebenen Haufigkeiten der
Ziffern.

{i=L.nldi(x) =} _

Fp-adiclpl = {x| lim_ p pi}-
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b-adische Darstellung
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b-adische Darstellung

Fast alle Zahlen sind normal zur Basis b, also
E(Fp-adicl(1/b)]) = 1 und daher dim Fp,_,i[(1/b)] = 1.
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b-adische Darstellung

Fast alle Zahlen sind normal zur Basis b, also
E(Fp-adicl(1/b)]) = 1 und daher dim Fp,_,i[(1/b)] = 1.

H(p)
log b

dim Fp_adiclp] =
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b-adische Darstellung

Fast alle Zahlen sind normal zur Basis b, also
E(Fp-adicl(1/b)]) = 1 und daher dim Fp,_,i[(1/b)] = 1.

H(p)
log b

dim Fp_adiclp] =
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Eine Modifikation der Binardarstellung
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Eine Modifikation der Binardarstellung

o Stelle x € (0,1] durch eine Folge in NN dar:

x =327 (MmN ) e N,
i=1
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Eine Modifikation der Binardarstellung

o Stelle x € (0,1] durch eine Folge in NN dar:

x =327 (MmN ) e N,
i=1

@ nj(x) der Abstand zwischen zwei Ziffern die 1 in der
Binardarstellung sind.
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Eine Modifikation der Binardarstellung

o Stelle x € (0,1] durch eine Folge in NN dar:

x =327 (MmN ) e N,
i=1

@ nj(x) der Abstand zwischen zwei Ziffern die 1 in der
Binardarstellung sind.

o Fir A C N betrachten wir die Menge der reellen Zahlen
Dm.dyadic[A] mit Ziffern in A.
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Eine Modifikation der Binardarstellung

o Stelle x € (0,1] durch eine Folge in NN dar:

x =327 (MmN ) e N,
i=1

@ nj(x) der Abstand zwischen zwei Ziffern die 1 in der
Binardarstellung sind.

o Fir A C N betrachten wir die Menge der reellen Zahlen
Dm.dyadic[A] mit Ziffern in A.
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Die Hausdorff Dimension d von D, dyadic[A] ist gegeben durch

Zz—fd =1.

i€EA
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Die Hausdorff Dimension d von D [A] ist gegeben durch

m.dyadic

Zz—fd =1.

i€EA

e Fir A={1,...n}: d =log(s)/log(2), wobei s € (1,2) die
Losung von s” —s""1... — s —1 =0 ist.
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Die Hausdorff Dimension d von D

[A] ist gegeben durch

m.dyadic

Zz—fd =1.

i€EA

e Fir A={1,...n}: d =log(s)/log(2), wobei s € (1,2) die
Losung von s” —s""1... — s —1 =0 ist.

e Fir A= {nj|n € N} gilt d = 1/j.
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Die Hausdorff Dimension d von D

[A] ist gegeben durch

m.dyadic

Zz—fd =1.

i€EA

e Fir A={1,...n}: d =log(s)/log(2), wobei s € (1,2) die
Losung von s” —s""1... — s —1 =0 ist.

e Fir A= {nj|n € N} gilt d = 1/j.
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Betrachte die Menge der reellen Zahlen F, qyadic[P] mit
Haufigkeit der Ziffern, gegeben durch einen V\}/ Vektor p auf N mit
Erwartungswert E(p) < oo und Entropie H(p) < oo
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Betrachte die Menge der reellen Zahlen F, qyadic[P] mit
Haufigkeit der Ziffern, gegeben durch einen W.-Vektor p auf N mit
Erwartungswert E(p) < oo und Entropie H(p) < oo

: H(p)
dim }-m.dyadic[p] = E(p) Iog 2
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Betrachte die Menge der reellen Zahlen F,
Haufigkeit der Ziffern, gegeben durch einen

V\}/adlc[p] mit

Vektor p auf N mit

Erwartungswert E(p) < oo und Entropie H(p) < oo

: H(p)
dim }-m.dyadic[p] = E(p) Iog 2

e Fiir die Gleichverteilung auf {1,..., n} gilt

2log(n)

dim Foy dyadicl(1/m, . 1/m)] = T D s
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Eine Modifikation der Binardarstellung

Betrachte die Menge der reellen Zahlen F,
Haufigkeit der Ziffern, gegeben durch einen

V\}/adlc[p] mit

Vektor p auf N mit

Erwartungswert E(p) < oo und Entropie H(p) < oo

: H(p)
dim }-m.dyadic[p] = E(p) Iog 2

e Fiir die Gleichverteilung auf {1,..., n} gilt

2log(n)

dim Foy dyadicl(1/m, . 1/m)] = T D s

° d'mfmdyadlc[(l/z’ ]_/4, .. .,]_/2”’ .. )] =1.
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Kettenbriiche

Kettenbruche
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Kettenbriiche

Kettenbruche

o Stelle eine reelle Zahl x € (0,1) als Kettenbruch dar:
1
1 )

m(X) + Lo

X =

n,-(X) eN
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Kettenbriiche

Kettenbruche

o Stelle eine reelle Zahl x € (0,1) als Kettenbruch dar:
1

X = T
m(X) + Lo

;N €N

o Betrachte die Menge der Zahlen, die eine beschrankte Folge
von Eintragen im Kettenbruch haben.

B = {x | (ni(x)) beschrankt}
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Kettenbriiche

Kettenbruche

o Stelle eine reelle Zahl x € (0,1) als Kettenbruch dar:
1

n (X) + n2(x1)+...

X =

;N €N

o Betrachte die Menge der Zahlen, die eine beschrankte Folge
von Eintragen im Kettenbruch haben.

B = {x | (ni(x)) beschrankt}

Fiir fast alle reellen Zahlen ist die Folge der Eintrage im
Kettenbruch unbeschrankt, also £(B) = 0,
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Kettenbriiche

Kettenbruche

o Stelle eine reelle Zahl x € (0,1) als Kettenbruch dar:
1

n (X) + n2(x1)+...

X =

;N €N

o Betrachte die Menge der Zahlen, die eine beschrankte Folge
von Eintragen im Kettenbruch haben.

B = {x | (ni(x)) beschrankt}

Fiir fast alle reellen Zahlen ist die Folge der Eintrage im
Kettenbruch unbeschrankt, also £(B) =0, aber dimy B =1/
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Kettenbriiche
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Kettenbriiche

@ Sei Dcon.[A] die Menge der Kettenbriiche mit Eintragen aus
A.
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Kettenbriiche

@ Sei Dcon.[A] die Menge der Kettenbriiche mit Eintragen aus

A.
@ Die Berechnung von dim Dcon [A] wird seit vielen Jahren
betrieben: : :
) . Wir wissen
heute:
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Kettenbriiche

@ Sei Dcon.[A] die Menge der Kettenbriiche mit Eintragen aus

A.
@ Die Berechnung von dim Dcon [A] wird seit vielen Jahren
betrieben: : :
) . Wir wissen
heute:

o dim Deon.[{1,2}] = 0.531280506277 ... (54 bekannt)
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Kettenbriiche

@ Sei Dcon.[A] die Menge der Kettenbriiche mit Eintragen aus

A.
@ Die Berechnung von dim Dcon [A] wird seit vielen Jahren
betrieben:
) . Wir wissen
heute:

dim Deon. [{1,2}] = 0.531280506277 ... (54 bekannt)
dim Deon. [{1,2,3}] = 0.7046.. ..

dim Deon. [{1,2,3,4}] = 0.7889.. ..

dim Deon.[{1,2,3,4,5}] = 0.8368...
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Kettenbriiche

Sei Dcon.[A] die Menge der Kettenbriiche mit Eintragen aus
A.

Die Berechnung von dim Dcon.[A] wird seit vielen Jahren
betrieben:

. Wir wissen
heute:

dim Deon. [{1,2}] = 0.531280506277 ... (54 bekannt)
dim Deon. [{1,2,3}] = 0.7046.. ..

dim Deon. [{1,2,3,4}] = 0.7889.. ..

dim Deon.[{1,2,3,4,5}] = 0.8368...

dim Deon. [{1,3}] = 0.254489077661 . . .

dim Deon. [{2,3}] = 0.337436780806 . . .
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Kettenbriiche

Verallgemeinerte Kettenbriiche
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Kettenbriiche

Verallgemeinerte Kettenbriiche

@ Sei b > 2 eine Basis. Stelle eine reelle Zahl x € [0,1) durch
einen verallgemeinerten Kettenbruch dar

b*nl(X)
N b—1)b ™09
1+ ( )
(b—1)b=")
14—

1+
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Kettenbriiche

Verallgemeinerte Kettenbriiche

@ Sei b > 2 eine Basis. Stelle eine reelle Zahl x € [0,1) durch
einen verallgemeinerten Kettenbruch dar

b*nl(X)
N b—1)b ™09
1+ ( )
(b—1)b=")
14—

1+

@ Betrachte die Menge der Zahlen, die eine beschrankte Folge
von Eintragen in diesem Kettenbruch haben:

By = {x | (ni(x)) beschrankt}.
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Kettenbriiche

Verallgemeinerte Kettenbriiche

@ Sei b > 2 eine Basis. Stelle eine reelle Zahl x € [0,1) durch
einen verallgemeinerten Kettenbruch dar

b*nl(X)
N b—1)b ™09
1+ ( )
(b—1)b=")
14—

1+

@ Betrachte die Menge der Zahlen, die eine beschrankte Folge
von Eintragen in diesem Kettenbruch haben:

By = {x | (ni(x)) beschrankt}.

Fiir alle b > 2 gilt dimy By = 1 obwohl L(Bp) = 0.




Kettenlogarithmen

Kettenlogarithmen
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Kettenlogarithmen

Kettenlogarithmen

e Fiir m > 3 betrachte die Darstellung von x € [0, 1] als
Kettenlogarithmus :

X = 1im 108, (ca(x) + 108 m(dn1(x) + 108 (- - -+ log (c1 (x)))

n—o0

mit Eintragen in {1,...,m—1}.
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Kettenlogarithmen

Kettenlogarithmen

e Fiir m > 3 betrachte die Darstellung von x € [0, 1] als
Kettenlogarithmus :

X = 1im 108, (ca(x) + 108 m(dn1(x) + 108 (- - -+ log (c1 (x)))

n—o0

mit Eintragen in {1,...,m—1}.
@ Diese Darstellung ist eindeutig bis auf eine abzahlbare Menge
und in fast allen Zahlen kommen alle Ziffern unendlich oft vor.
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Kettenlogarithmen

Kettenlogarithmen

e Fiir m > 3 betrachte die Darstellung von x € [0, 1] als
Kettenlogarithmus :

x = lim log,(dn(x)+log,(dn-1(x)+logp,(-- '+|Ogm(d1(x))j

n—o0

mit Eintragen in {1,...,m—1}.
@ Diese Darstellung ist eindeutig bis auf eine abzahlbare Menge
und in fast allen Zahlen kommen alle Ziffern unendlich oft vor.

e Fiir m > 4 wahlen wir Ziffern aus AC {1,...,m—1} und
definieren

Dc loglAl = {x € [0,1]|di(x) € A}.
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Kettenlogarithmen
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Kettenlogarithmen

Sei [(di, ..., dn)](x) = log,,(dn+ log,(dn—1 + - - - + log,(d1 + x).).
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Kettenlogarithmen

Sei [(di, ..., dn)](x) = log,,(dn+ log,(dn—1 + - - - + log,(d1 + x).).

Theorem

Ln S dimH DC/Og[A] S Un

fiir alle n > 1, wobei U, und O, durch

STl =1 > [(da(0) =1

di,...,dn €A di,...,dn€A

gegeben sind.
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Kettenlogarithmen

Sei [(di, ..., dn)](x) = log,,(dn+ log,(dn—1 + - - - + log,(d1 + x).).

Theorem

Ln S dimH DC/Og[A] S Un

fiir alle n > 1, wobei U, und O, durch

STl =1 > [(da(0) =1

di,...,dn €A di,...,dn€A

gegeben sind.

For m = 4 erhalten wir:

dimy De jogl{1,2}] = 0.81 +0.01
dimpy D jogl{1,3}] = 0.66 + 0.01
dimp D jogl{2, 3}] = 0.45 + 0.01
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Kettenlogarithmen

09
0.8
0.7
06
05
04
03
0.2
0.1

0
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Kettenlogarithmen

Fir eine Kettenlogarithmus Darstellung zur Basis m > 3
betrachten wir die Menge der reellen Zahlen F. jog[p], bei denen
die Ziffern mit Haufigkeiten p = (p1, ..., pm—1) auftreten.

09
0.8
0.7
06
05
04
03
0.2
0.1

0
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Kettenlogarithmen

Fir eine Kettenlogarithmus Darstellung zur Basis m > 3
betrachten wir die Menge der reellen Zahlen F. joz[p], bei denen
die Ziffern mit Haufigkeiten p = (p1, ..., pm—1) auftreten.

dimy ]:c.log[p] <c<l1

fiir alle p (!).

09
0.8
0.7
06
05
04
03
0.2
0.1

0
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Kettenlogarithmen

Fir eine Kettenlogarithmus Darstellung zur Basis m > 3
betrachten wir die Menge der reellen Zahlen F. joz[p], bei denen
die Ziffern mit Haufigkeiten p = (p1, ..., pm—1) auftreten.

dimy ]:c.log[p] <c<l1

fiir alle p (!).

Fir m = 3 sieht die obere Abschatzung wie folgt aus:

09
0.8
0.7
06
05
04
03
0.2
0.1

0
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Nicht uniforme Darstellungen

Nicht uniforme Darstellungen
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Nicht uniforme Darstellungen

Nicht uniforme Darstellungen

o Sei fo, B € (1/2,1) mit B > Bi. Fiir (ch, ..., dy) € {0,1}"
sei 0,(d) die Anzahl und 1,(d) die Anzahl der Einsen.
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Nicht uniforme Darstellungen

Nicht uniforme Darstellungen

o Sei fo, B € (1/2,1) mit B > Bi. Fiir (ch, ..., dy) € {0,1}"
sei 0,(d) die Anzahl und 1,(d) die Anzahl der Einsen.

x =3 di(x)85" 57, di(x) € {0,1}
i=1
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Nicht uniforme Darstellungen

Nicht uniforme Darstellungen

o Sei fo, B € (1/2,1) mit B > Bi. Fiir (ch, ..., dy) € {0,1}"
sei 0,(d) die Anzahl und 1,(d) die Anzahl der Einsen.

x =3 di(x)85" 57, di(x) € {0,1}
i=1

e Jedes x € [0, 51/(1 — f1)] hat mindestens eine Darstellung,
die sich mit einem Greedy-Algorithmus bestimmen lasst:
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Nicht uniforme Darstellungen

Nicht uniforme Darstellungen

o Sei fo, B € (1/2,1) mit B > Bi. Fiir (ch, ..., dy) € {0,1}"
sei 0,(d) die Anzahl und 1,(d) die Anzahl der Einsen.

x =3 di(x)85" 57, di(x) € {0,1}
i=1

e Jedes x € [0, 51/(1 — f1)] hat mindestens eine Darstellung,
die sich mit einem Greedy-Algorithmus bestimmen lasst:

o di= |8 1G(x)] mit

- { By el
Brlx —1, x € [Bo, /(1 — B1)],
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Nicht uniforme Darstellungen
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Nicht uniforme Darstellungen

e Wie viele (o, 51)-Darstellungen gibt es?
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Nicht uniforme Darstellungen

e Wie viele (o, 51)-Darstellungen gibt es?

Fast alle x € (0, 51/(1 — p1)) haben iiberabzahlbar viele
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e Wie viele (o, 51)-Darstellungen gibt es?

Fast alle x € (0, 51/(1 — p1)) haben iiberabzahlbar viele
Darstellungen. Wenn (2 + 3y > 1 sind es sogar alle.

e Betrachte U(f1, 52) = {x| die Darstellung ist eindeutig}

Theorem

Wenn Bo(1+ 1) < 1 ist U(S1, B2) mindestens abzahlbar.
Wenn Bo(1 + 261 — Pof1) < 1 ist U(B1, B2) liberabzihlbar mit
dimy U(,Bl,ﬂz) > 0.
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Nicht uniforme Darstellungen

e Wie viele (o, 51)-Darstellungen gibt es?

Fast alle x € (0, 51/(1 — p1)) haben iiberabzahlbar viele
Darstellungen. Wenn (2 + 3y > 1 sind es sogar alle.

e Betrachte U(f1, 52) = {x| die Darstellung ist eindeutig}

Wenn Bo(1 + 1) < 1 ist U(f1, B2) mindestens abzahlbar.
Wenn Bo(1 + 261 — Pof1) < 1 ist U(B1, B2) liberabzihlbar mit

dimH U(,Bl,ﬂz) > 0.

Work in progress!!!
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Danke fur lhre Aufmerksamkeit

*
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