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Definition und Beispiele von Zeitreihen

Definition
Eine Zeitreihe ist eine zeitlich geordnete Folge

(Xt)teT

von Daten zu einer Menge von Zeitpunkten T.
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Einfiihrung

Definition und Beispiele von Zeitreihen

Definition
Eine Zeitreihe ist eine zeitlich geordnete Folge

(Xt)teT

von Daten zu einer Menge von Zeitpunkten T.

@ Die Reihenfolge der Messungen ist relevant und die
sukzessiven Glieder der Folge kénnen nicht als
unabhéangig betrachtet werden.

Beispiele 6konomischer Zeitreihen

Téagliche Aktienkurse
Arbeitslosenzahlen nach Quartalen
Jahrliches Bruttoinlandsprodukt usw.
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BIP Deutschland Anfang 1991-Ende 2008
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Einfiihrung

Vorgehen bei der Zeitreihenanalyse

@ Graphische Darstellung der Daten

@ Modellauswanhl

© Schatzung der Parameter des Modells
© Modellliberprifung (Residuenanalyse)
© Prognose

@ Uberpriifung der Prognosen

@ Eventuell Revision des Modells

Warnung: Unerwartete Ereignisse kdnnen einen
erheblichen Einfluss auf 6konomische Zeitreihen haben
und zu Trendwenden fihren!
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Einfiihrung

Daten Analyse

Klassischer Ansatz

Zerlegung der Zeitreihe
Xt = M + St + Uy.

m; deterministischer Trend
s deterministische saisonale Effekie
u; stochastisches Residuum
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Klassischer Ansatz

Zerlegung der Zeitreihe
Xt = M + St + Uy.

m; deterministischer Trend
s deterministische saisonale Effekie
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Klassischer Ansatz
Zerlegung der Zeitreihe

Xt = M + St + Uy.

m; deterministischer Trend
s deterministische saisonale Effekie
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Im Folgendem gehen wir ein auf:
@ Trendschatzung durch die Kleinste Quadrate Methode.
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Einfiihrung

Daten Analyse

Klassischer Ansatz
Zerlegung der Zeitreihe

Xt = M + St + Uy.

m; deterministischer Trend
s deterministische saisonale Effekie
u; stochastisches Residuum

Im Folgendem gehen wir ein auf:
@ Trendschatzung durch die Kleinste Quadrate Methode.
@ Glattung mit gleitenden Durchschnitten.
© Exponentielle Glattung.
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Trendschatzung

Trendschatzung mit der Kleinsten Quadrate Methode
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Trendschatzung

Trendschatzung mit der Kleinsten Quadrate Methode

@ Sei eine Funktion f; bis auf die Parameter a4, ..., an
gegeben:
m; = ft(Oq, - ,an).
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Trendschéatzung

Trendschatzung mit der Kleinsten Quadrate Methode

@ Sei eine Funktion f; bis auf die Parameter a4, ..., an
gegeben:
m; = ft(Oq, - ,an).
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Trendschéatzung

Trendschatzung mit der Kleinsten Quadrate Methode

@ Sei eine Funktion f; bis auf die Parameter a4, ..., an
gegeben:
m; = ft(Oq, - ,an).

@ Die Abweichung von den Daten ist gegeben durch:

€t = Xt — ft(Oz1,.. . ,an).

@ Bestimme die Parameter a4, ..., an, S0 dass die Summe
der Fehlerquadrate minimal wird,

¢(a1,...,an):Ze?.

Dr. J6rg Neunhauserer Elementare Zeitreihenanalyse



Trendschéatzung

Trendschatzung mit der Kleinsten Quadrate Methode

@ Sei eine Funktion f; bis auf die Parameter a4, ..., an
gegeben:
m; = ft(Oq, - ,an).

@ Die Abweichung von den Daten ist gegeben durch:

€t = Xt — ft(Oz1,.. . ,an).

@ Bestimme die Parameter a4, ..., an, S0 dass die Summe
der Fehlerquadrate minimal wird,

¢(a1,...,an):Ze?.

@ Nunist m; = f; der Trend und X; = x; — m; = s¢ + u; die
trendbereinigte Zeitreihe.
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Trendschéatzung

Trendfunktionen

@ Linearer Trend
ft = O + (67}

@ Polynominaler Trend
fr=apt"+an 1"+ ... aot +
@ Exponentieller Trend
fi = aqye2!
@ Logistischer Trend

ft = 043/(1 + ozge_o”t)
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Trendschéatzung

Berechnung der Paramter

@ Zur Berechnung eines linearen Trends f; = a1t + ag
minimieren wir

(b(Ozo,Oq) = Z(Xt — g — O t)z.

teT
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@ Die Nullstelle der partiellen Ableitungen liefert:
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Trendschatzung

Berechnung der Paramter

@ Zur Berechnung eines linearen Trends f; = a1t + ag
minimieren wir

(b(Ozo,Oq) = Z(Xt — g — O t)z.

teT

@ Die Nullstelle der partiellen Ableitungen liefert:

Srer(t=H(xe —X) _ Cov(X,T) -
Q= — = apg = X — aqt.
" Sierla %2 Varx] 1
t ist das arithmetische Mittel von T.
X ist das arithmetische Mittel von X = {x;|t € T}.
Var[X] ist die empirische Varianz von X.

Cov|X, T] ist die empirische Kovarianz von X und T.
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Trendschatzung

Berechnung der Paramter

@ Zur Berechnung eines linearen Trends f; = a1t + ag
minimieren wir

(b(Ozo,Oq) = Z(Xt — g — O t)z.

teT

@ Die Nullstelle der partiellen Ableitungen liefert:

2per(t—H(x—X) _ Cov(X,T) 3
T TS XE Va0 Tt
t ist das arithmetische Mittel von T.
X ist das arithmetische Mittel von X = {x;|t € T}.
Var[X] ist die empirische Varianz von X.
Cov|X, T] ist die empirische Kovarianz von X und T.
@ Polynomiale Trends ~~ Lineare Gleichungssysteme.
Ansonsten: Numerische Verfahren z.B. Gau3-Newton.
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Trendschatzung

Ein Beispiel
t 1 2 3 4 5 [ 6
Xt 3 2 4 4 6 | 7
t—1 25 15[ -05[ 05 | 1.5 | 25
Xt — X -1.33 [ -2.33 [ -0.33 | -0.33 | 1.66 | 2.66
(xx—x)2 | 1.77 | 543 | 0.11 | 0.11 | 2.76 | 7.08
(xx—x)(t—1) | 336 | 35 | 0.17 | 0.17 | 25 | 6.65
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Trendschéatzung

Ein Beispiel
t 1 2 3 4 5 [ 6
Xt 3 2 4 4 6 | 7
t—1 25 15[ -05[ 05 | 1.5 | 25
Xt — X -1.33 [ -2.33 [ -0.33 | -0.33 | 1.66 | 2.66
(xx—x)2 | 1.77 | 543 | 0.11 | 0.11 | 2.76 | 7.08
(xx—x)(t—1) | 336 | 35 | 0.17 | 0.17 | 25 | 6.65

@ Wir erhalten daraus:
VAR[X] = %Z?:fof - X2 =1
Cov[X, T] = § S0 (% — X)(t — 1) = 1&5.
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Trendschéatzung

Ein Beispiel

t 1 2 3 4 5 | 6

Xt 3 2 4 4 6 | 7
t—1 25| 15| -05] 05 | 15 | 25
Xi — X 133 | -2.33 [ -0.33 | -0.33 | 1.66 | 2.66
(x—x)2 | 1.77 | 543 | 0.11 | 0.11 | 2.76 | 7.08
(xx—X)(t—1)| 336 | 35 | 017 | 0.17 | 25 | 6.65

@ Wir erhalten daraus:
VAR[X] = § S04 (x¢ — X)? = 1
Cov[X, T = § Xo4(xe — X)(t — ) = &=,
@ Linearer Trend mit oy = 16.35/11.74 = 1.39 und
ag =4.33-1.39-3.5=-0.57, also

fr = 1.39t - 0.57.
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Glattung

Gleitende Durchschnitte
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Glattung

Gleitende Durchschnitte

@ Gegeben eine Zeitreihe (x;):c 7, definieren wir die Zeitreihe
(X¢) der gleitenden Durchschnitte der Ordnung p:
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Glattung

Gleitende Durchschnitte

@ Gegeben eine Zeitreihe (x;):c 7, definieren wir die Zeitreihe
(X¢) der gleitenden Durchschnitte der Ordnung p:
@ FUr p ungerade setze m= (p—1)/2 und

t+m
X i—t—m Xi
o i=t—m )

P
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Glattung

Gleitende Durchschnitte

@ Gegeben eine Zeitreihe (x;):c 7, definieren wir die Zeitreihe
(X¢) der gleitenden Durchschnitte der Ordnung p:
@ FUr p ungerade setze m= (p—1)/2 und

% = /ti?lmxi'
p
@ FUr p gerade setze m = p/2 und
),\( 05X1‘ m+05Xt+m+Z, tm+1XI
=
p
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Glattung

Gleitende Durchschnitte

@ Gegeben eine Zeitreihe (x;):c 7, definieren wir die Zeitreihe
(X¢) der gleitenden Durchschnitte der Ordnung p:
@ FUr p ungerade setze m= (p—1)/2 und

% = /ti?lmxi'
p
@ FUr p gerade setze m = p/2 und
),\( 05X1‘ m+05Xt+m+Z, tm+1XI
=
p

@ Beispiel:

0.9X; 2 + Xt—1 + Xt + X¢11 + 0.5 2
4

Dr. J6rg Neunhauserer Elementare Zeitreihenanalyse



Glattung

Glattung

Elementare Zeitreihenanalyse



Glattung

Glattung

@ Der gleitende Durschschnitt (X;) der Ordnung p wird auch
als p-Punkte Glattung der Zeitreihe bezeichnet.
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Glattung

Glattung

@ Der gleitende Durschschnitt (X;) der Ordnung p wird auch
als p-Punkte Glattung der Zeitreihe bezeichnet.

@ Je gréBer p, desto starker die Glattung der Zeitreihe.
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Glattung

Glattung

@ Der gleitende Durschschnitt (X;) der Ordnung p wird auch
als p-Punkte Glattung der Zeitreihe bezeichnet.

@ Je gréBer p, desto starker die Glattung der Zeitreihe.

@ Betrachte eine Zeitreihe (x;) mit Saisonkomponente (s;).
(st) habe die Periode p, d.h. st p = s;.
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Glattung

Glattung

@ Der gleitende Durschschnitt (X;) der Ordnung p wird auch
als p-Punkte Glattung der Zeitreihe bezeichnet.

@ Je gréBer p, desto starker die Glattung der Zeitreihe.

@ Betrachte eine Zeitreihe (x;) mit Saisonkomponente (s;).
(st) habe die Periode p, d.h. st p = s;.
@ Der gleitende Durchschnitt (X;) der Ordnung p ist die

saisonbereinigte Glattung. Wir haben den saisonalen
Effekt hier aus der Zeitreihe gefiltert.
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Glattung

Beispiel: Weltweites monatliches Kohlendioxid in der
Atmosphare 2004-2007 mit Saisonbereinigung

RECENT GLOBAL MONTHLY MEAN CO,
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Glattung

Exponentielle Glattung
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Glattung

Exponentielle Glattung

@ Fir a € (0, 1] ist die exponentielle Glattung der Zeitreihe
(Xt)¢=0...n 9egeben durch die Rekursion:

Xt = aX; + (1 - Oé))_(t_1 mit  Xp = Xp.
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Glattung

Exponentielle Glattung

@ Fir a € (0, 1] ist die exponentielle Glattung der Zeitreihe
(Xt)¢=0...n 9egeben durch die Rekursion:

Xt = aX; + (1 - Oé))_(t_1 mit  Xp = Xp.

@ Eine explizite Form ist
t—1 '
Xy = aX; + 062(1 - Oé)IXt_i + (1 - Oé)tXO.

i=1
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Glattung

Exponentielle Glattung

@ Fir a € (0, 1] ist die exponentielle Glattung der Zeitreihe
(Xt)¢=0...n 9egeben durch die Rekursion:

Xt = aX; + (1 - a))_(t_1 mit  Xp = Xp.

@ Eine explizite Form ist
t—1 '
Xy = aX; + &2(1 - Oé)IXt_i + (1 - Oé)tXO.

i=1

@ Die Gewichtung der Vergangenheit nimmt mit der
Zeitdifferenz exponentiell ab.
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Glattung

Exponentielle Glattung

@ Fir a € (0, 1] ist die exponentielle Glattung der Zeitreihe
(Xt)¢=0...n 9egeben durch die Rekursion:

Xt = aX; + (1 - a))_(t_1 mit  Xp = Xp.

@ Eine explizite Form ist
t—1 '
Xy = aX; + &2(1 - Oé)IXt_i + (1 - Oé)tXO.

i=1

@ Die Gewichtung der Vergangenheit nimmt mit der
Zeitdifferenz exponentiell ab.

@ « ist der Gegenwartsfaktor. Je gréBer «, desto starker ist
bei der Berechnung der Bezug auf die aktuellen Werte.
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Glattung

Beispiel: DAX geglattet

I

560
l\ —DAX
540 —2a=0,3

v

500
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Ausblick

In der modernen Zeitreihenanalyse wird angenommen, dass
eine Zeitreihe x(t) eine Realisation eines stochastischen
Prozesses

(Xt)tez

ist. X; sind Zufallsvariablen
Xi: Q— R

auf dem gleichen W.-Raum (2, X, P), die im Allgemeinen nicht
unabhéangig voneinander sind.
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Ausblick

In der modernen Zeitreihenanalyse wird angenommen, dass
eine Zeitreihe x(t) eine Realisation eines stochastischen
Prozesses

(Xt)tez

ist. X; sind Zufallsvariablen
Xi: Q— R

auf dem gleichen W.-Raum (2, X, P), die im Allgemeinen nicht
unabhéangig voneinander sind.

@ Beispiele sind ARCH-Prozesse, fir die R.F. Engle 2003
den Nobelpreis Wirtschaft erhielt.
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Summary

Compact lecture on basic time series analysis

@ Definition, examples and general method

@ Classical decomposition of a time series

@ Method of least squares to estimate trends

@ Calculation of linear trends including an example

@ Method of moving averages to smooth a time series and to
filter seasonal effects

@ Exponential smoothing
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